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Einleitung. 


»Wenn es ein Problem gibt, das den Scharfsinn der geschicktesten 
Mathematiker beschüftigt hat, so ist es gewiB die Theorie der singulüren 
Lósungen der Differentialgleichungen, hauptsüchlich der Gleichungen von der 
ersten Ordnung.^ Diese Worte sprach gelegentlich der belgische Mathe- 
matiker GILBERT) mit Recht, denn die bedeutendsten Männer der mathe- 
matischen Wissenschaft der letzten zwei Jahrhunderte, wie EULER, LAPLACE, 
LAGRANGE, Poisson, CAUCHY, in neuerer Zeit Damsoux, CAYLEY, Ham- 
BURGER machten diese Theorie zum -Gegenstand ihrer Untersuchungen, 
während indirekt Männer wie Brior, Bouqurr und Fuchs zur Entwicklung 
der Theorie der singulären Lösungen beitrugen. Die Theorie der singulären 
Lösungen hängt, wenn man sie auf das Gebiet der Geometrie überträgt, 
mit der Theorie der Enveloppen oder äußersten Verschneidungen zusammen. 
Eine geometrische Interpretation dient oft dazu, die starren Formen der 
rein analytischen Darstellung zu veranschaulichen, und es lag daher auch 
in der geometrischen Bedeutung der singulären Lösung ein Hauptmoment 
für das Interesse, welches man dieser Theorie entgegenbrachte. Doch merk- 
würdig ist es, wie spät erst die analytischen Untersuchungen den schon 
sehr frühe betrachteten geometrischen Darstellungen der einhüllenden Kurven 
folgen. Man kann sagen, daß die Enveloppentheorie fast schon vollständig 
begründet war, als deren erste Anfänge in der Analysis zu Beginn des 
18. Jahrhunderts auftreten und zwar in Gestalt der singulären Lösungen 
der Differentialgleichungen von der ersten Ordnung; aber fast ein ganzes 
Jahrhundert ging noch vorüber, bis man den Zusammenhang der singulären 
Lösungen und der Enveloppen erkannt hatte. Die Frage nach den singu- 
lären Lösungen, sagt LIEBMANN ®), ist nicht nur der Vollständigkeit wegen 
wichtig, sie mußte nicht allein deswegen aufgeworfen werden, weil das 
Integrationsproblem es erfordert, alle Lösungen zu finden; sie ist vielmehr 
auch deswegen wichtig, weil bei einigen Differentialgleichungen die singu- 
läre Lösung die einzige interessante ist. 


D Bull. de l'Ac. des Sc. Belgique 1872, Ser. II, Bd. 34, p. 142. *) LIEBMANN 
[115] p. 88. 
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1. Kapitel. 
Bezeichnung der singulären Lösungen bei den einzelnen Autoren. 


CLAIRAUT, D'ALEMBERT und Een hatten für die singulären Lösungen 
noch keine besonderen Bezeichnungen. LAGRANGE, der die singulären Lösungen 
als erster erklärte, gab ihnen 1774 den Namen „intégrale particulière“ und 
bezeichnete mit „solution particulière“ die verschiedenen Fälle des voll- 
ständigen Integrals. LAPLACE, der sich 1772 mit Erfolg vor LAGRANGE 
mit diesem Gegenstande beschäftigt hatte, wendet die Bezeichnungen von 
LAGRANGE im umgekehrten Sinne an, wie es LAGRANGE 1779 selbst getan 
hat. Lacroix schloß sich Laplace in der Bezeichnungsweise vollständig 
an, und gab dafür als Grund an, daß die Gleichungen, welche die Diffe- 
rentialgleichungen lösen, ohne daß sie in deren allgemeinen Integralen ent- 
halten sind, sich nicht durch die Regeln der Integralrechnung erlangen 
lassen und deshalb auch nicht einen Namen tragen dürften, welcher an ein 
Integrationsverfahren erinnert. LEGENDRE bediente sich 1790 für die singu- 
lären Lösungen der Bezeichnung „integrale particulière“ und nennt „inte- 
grale incomplète“ einen speziellen Fall des allgemeinen Integrales. Das 
gleiche gilt für Твемвівү 1791 und Poisson 1805. Darauf änderte La- 
GRANGE 1806 wieder den Namen, den er den singulären Lösungen 1779 
gegeben hatte, und nannte sie „equation singulière“. Demzufolge gebrauchte 
CRELLE 1823 in der Übersetzung von LaGraxGEs Werken die Bezeichnung 
„singuläre Stammgleichung", was auch Maser in der deutschen Ausgabe 
von Maxsioxs Werk über Differentialgleichungen getan hat. LEMAIRE ver- 
wendet in seiner lateinisch geschriebenen Dissertation den Namen „solutio 
peculiaris", „Integrale singulière, singulüres Integral“ findet sich gegen den 
Anfang des 19. Jahrhunderts häufiger, z. B. bei DunAmer, Мотвхо !), Cour- 
NOT usw.; in neuerer Zeit hat diese Bezeichnung wieder Eingang in deutschen 
und französischen Werken gefunden. Courxor gibt Aufschluß, warum er 
den Namen Intégrale, weleher von einigen Autoren mit Unrecht verworfen 
worden sei, beibehalten habe. In der Tat wird, wenn die Zeit explizite 
oder implizite die Rolle der unabhängigen und veründerlichen Größe spielt, 
das eigentliche Problem der Integration, welches in der Bestimmung der 


1) Moısxo in seinem Werke über Cavonys Theorien [30]. Cavenv selbst 
hat die bestimmten Integrale, welche sich wegen ihrer anormalen Eigenschaften 
den gewöhnlichen Regeln der Berechnung der bestimmten Integrale entziehen, 


intégrale singulière genannt. (Nouv. Mém. prés. à l’Ac. des Sc. par div. Sav. 
Bd. I, p. 672.) 


} Line 
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Summe der unendlich kleinen Inkremente der Funktion während eines ge- 
gebenen Zeitraumes besteht, sukzessive vermittels eines partikulären Inte- 
grales, und vermittels eines singulären Integrales gelöst, so daß die Auf- 
Jösung nur dann vollständig ist, wenn man das singuläre Integral mit dem 
System der partikulären Integrale oder mit dem allgemeinen Integrale ver- 
bindet.) MorGax faßte unter dem Namen „singular solutions“ die parti- 
kulären Integrale und die singulären Lösungen zusammen; die Unterscheidung 
zwischen letzteren gab er durch ,intraneous und extraneous solutions“. Erst 
allmählich kam die heute fast allgemein gebräuchliche Bezeichnung „singu- 
läre Lösung“ zuerst bei Tımsermans 1842, CATALAN 1845, Horra 1852 
zur Verwendung. In Erwähnung dürfte noch gebracht werden, daß die 
erste aufgefundene singuläre Lösung von ihrem Entdecker mit „solutio sin- 
gularis“ bezeichnet worden war. Daß die verschiedenartige Nomenklatur 
sehr erschwert, die Abhandlungen über die singulären Lösungen aus den 
ersten Perioden zu lesen, braucht wohl nicht erst hervorgehoben werden. 


П. Kapitel. 


Übersicht der Entwicklungsgeschichte der Theorie der singulären 
Lösungen. 


In der Geschichte der Theorie der singulären Lösungen kann man 
sieben Perioden unterscheiden. Zur ersten Periode rechne ich die yer- 
einzelten Fälle des ersten Auftretens der singulären Lösungen, bei denen 
man noch nicht daran gedacht hatte, nach der Existenz der singulären 
Lösungen zu fragen. 

In der zweiten Periode begaunen dann die zielbewußten Untersuchungen 
und man gewann ein Mittel, die singulären Lösungen durch eine Regel auf- 
zufinden. Aber man konnte die Lösungen nicht begreifen und nicht er- 
klären und hielt ihr Auftreten für ein merkwürdiges Paradoxon. 

Erst in der dritten Periode kommt man dazu, den wahren Grund 
dieser Lösungen zu erkennen, was dem genialen Forschungsgeiste LAGRANGES 
zu verdanken ist. LAGRANGE hat den Zusammenhang der singulären und 
vollständigen Lösungen von Differentialgleichungen dargelegt und gab zuerst 
präzise Anleitungen, um die singulären Lösungen aus den Differential- 
gleichungen einerseits und den Integralgleichungen andererseits zu erhalten. 


1) Сосккот [28], $ 520. 
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Unmittelbar naeh LAaGranGE finden wir eine Reihe von Arbeiten — 
die vierte Periode umfassend —, deren Hauptziel die Aufsuchung von unter- 
scheidenden Merkmalen zwischen partikulüren und singulüren Integralen war. 

Über ein halbes Jahrhundert, wührend der fünften Periode der Ent- 
wicklung unserer Theorie, wurden die Anschauungen von LAGRANGE als die 
allgemein gültigen angesehen, doch nur wegen Mangels an besseren. Man 
hatte nämlich bemerkt, daß in den von LAGRANGE aufgestellten Theoremen 
ein Widerspruch liege, der lange Zeit sogar als ein unlósbares Paradoxon 
angesehen wurde. Dieses Paradoxon war es auch, welches in den siebziger 
Jahren des vorigen Jahrhunderts einen vollstindigen Umschwung in den 
Betrachtungen der singulüren Lösungen verursachte. 

Mit Darsoux und CavrEv traten die Untersuchungen in ein neues 
Stadium — die sechste Periode. Im Gegensatz zu anderen Zweigen der 
Analysis kam man bei den singulüren Lüsungen erst jetzt dazu, also ver- 
hältnismäßig sehr spät, die geometrische Natur der durch Differentiation 
und Elimination erhaltenen Integrale der Differentialgleichungen eingehender 
zu studieren und die Fülle, in denen LaAaRANGES Methoden keine singuläre 
Lösungen geben, mit Hilfe der Geometrie zu erklären. Jedoch ganz be- 
friedigend waren auch diese neuen Untersuchungen nicht, und so konnte 
ApoLr Mayer!) 1883 noch sagen: Die Aufgabe, ohne vollständige Inte- 
gration der Differentialgleichung ein Kriterium für die singulüre Lösung 
aufzustellen, welches ebenso notwendig wie hinreichend sei, ist selbst für 
die Differentialgleichungen mit zwei Variablen noch nicht endgültig gelöst. 

In der letzten und siebten Periode kam man deshalb wieder zur 
analytischen Behandlung der singulüren Lósungen zurück, bei welcher die 
von DarBoux aufgedeckten Schwierigkeiten, die so lange keinen befriedi- 
genden AbschluB in unserer Theorie aufkommen lieBen, in geschickter Weise 
vermieden wurden. Erst HAMBURGER war es gelungen, in das Wesen unseres: 
Gegenstandes Klarheit zu bringen, so daB man dessen Arbeit in der Haupt- 
sache als eine endgültige Erledigung der Theorie der singulüren Lósungen 
der Differentialgleichungen von der ersten Ordnung mit zwei variablen Größen 
ansehen kann. 


Ш. Kapitel. 
Vereinzelte Fälle von Differentialgleichungen mit singulären 
Lósungen. 


Im Jahre 1715 veröffentlichte Brook TayLor seine Methodus Incremen- 
torum, welche die erste singulüre Lósung einer Differentialgleichung ent- 


1) Math Ann. 1883, Bd. 23, p. 368. 
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hält, die durch direkte Ableitung einer solchen gewonnen ist. Ebenso wie 
TAYLOR in diesem Werke seine nach ihm benannte Reihe zum erstenmal 
den mathematischen Kreisen übergab, ohne eine Ahnung von deren großer 
Wichtigkeit für die Mathematik zu haben, ebenso wußte er nicht, welch 
bedeutsamen Fortschritt er in der Analysis anbahnte, als er eine vorgelegte 
Differentialgleichung zum zweitenmal differentiierte und daraus ein für 
ihn so sonderbares Resultat erhielt — die erste singuläre Lösung einer 
Differentialgleichung. Wenn er nämlich von ihr als einer singularis quae- 
dam solutio problematis spricht, so geht daraus aller Wahrscheinlichkeit 
nach hervor, daß sie ihm nur als eine „merkwürdige“ Lösung aufgefallen 
“ist. Seine Worte dürften dieser Art von Lösungen den Namen gegeben 
haben, wenn auch die Bezeichnung „singuläre Lösung“ heute in einer ganz 
anderen Bedeutung gebraucht wird, als Tavrom ihr zugrunde legte. 
Im Lemma I der Meth. Incr. spricht TayLor!) von der Gleichung 


Aach — 412 = (1 E еу) GH 


Ganz unvermittelt läßt er dann den Wert für x folgen, der die Differential- 
gleichung befriedigt, und zwar 
14-z* 
CREER Po ы, Ka M 
(a +71 + aè. г)? 

Erst einige Seiten?) nach dieser Bemerkung kommt er wieder auf diese 
Differentialgleichung zurück und gibt noch eine weitere Lüsung derselben: 
æ = 1, die singularis solutio. 

Das Merkwürdige an der Lösung der Aufgabe, die Tavron behandelt 
hat, ist, wie schon hervorgehoben, die zweite Differentiation einer Gleichung. 
CaxTOoR?) wirft die Frage auf, ob wohl TayLor bei diesem Vorgehen unter 
dem Einflusse Newroxs gestanden habe, ohne daß er es jedoch versucht, 
diese Frage zu beantworten; diese Frage dürfte wahrscheinlich auch gar 
nicht zu beantworten sein. Ganz neu ist aber das zweimalige Differentiieren 
bei TAYLOR nicht mehr, da bereits Leisxız) 1694 einen derartigen Prozeß 
zur Anwendung bringt. Auch kommt dieser Kunstgriff Tayrors zur Um- 
wandlung einer Differentialgleichung schon 1697 bei Jomaxw BERNOULLI) 
und bei JAKOB BERNOULLI?) vor. 

Längere Zeit dauerte es, bis ALExIS CLarraur®) bemerkte, daß es eine 
gewisse Gattung von Differentialgleichungen gibt, die man durch Differen- 


1) TayLor [6], p. 17; vgl. LacraxGe [25], $ 244, 245 und Слмтов, Gesch. der 
Math. 2. Aufl., Bd. 3, p. 458. 2) Taxron [6], p. 27. 3) Cantor (siehe Anm. 1) 
р. 463. "Less [5]. 5) Cawrom (siehe Anm. 1) p. 459, 453. ©) Cramavr [7] 
p. 206. 
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tiation integrieren kann, und daß die so gefundenen Integrale niemals in 
dem allgemeinen Integrale enthalten sind, welches sich nach den gewöhn- 
lichen Regeln der Integralrechnung ergibt. Ebenso wie TayLoR mag auch 
CramavuT nur durch Zufall auf die Entdeckung der singulären Lösungen 
gekommen sein; während der erstere direkt mit der Lösung einer vor- 
gelegten Differentialgleichung sich beschäftigte, behandelte CramauT nur 
eine besondere Art von geometrischen Problemen, die damals im Vorder- 
grunde des Interesses standen!); es soll 
deshalb hier eines von Crarraurs Bei- 
spielen hier ausführlicher gebracht werden. 

CramauT bringt in seinem Aufsatze 
als drittes Problem folgende Aufgabe’): 
»Man bestimme die Gleichung einer Kurve 
MON (Fig. 1), welche derart beschaffen 
ist, daB sie von den Schenkeln eines kon- 
stanten Winkels MON umhüllt wird, wo- 
bei gleichzeitig der Scheitel C dieses Win- 
kels immer auf einer fest gegebenen Kurve 
EC sich bewegt.“ 

Bei der Behandlung dieser Aufgabe kommt Crarraur auf die beiden 
Gleichungen: 


dy _ y— Ф(и) 


de кш (1) 
49 — П(и), (2) 


wo Ф(и) = ВО, u= AB, РМ = y, AP = z und BP = x — u bedeuten, 
wenn А als Koordinatenanfangspunkt angesehen wird. Crarraur bespricht 
nun die Lüsung dieser Aufgabe, indem er zeigt, daB man auf eine spezielle 
Lösung kommt, wenn man nicht die gewöhnliche Integrationsmethode an- 
wendet, die darin bestehen würde, daß man aus Gleichung (2) den Wert 
für u in Sy ausdrückt, denselben in Gleichung (1) einsetzt, wodurch eine 
Gleichung in x, y, dz, dy resultiert, deren Integration das allgemeine Inte- 
gral liefert. Diese Lösung muß eine Konstante in sich schließen, welcher 
man jeden beliebigen Wert erteilen kann. Auf diesem Wege, sagt Crar- 
RAUT?), wird man niemals die gewünschte Lösung erhalten, die man vielmehr 


1) Siehe z. B. eine Arbeit von De La Fontane, Hist. de l'Ac., Paris 1734, 
p. 527—537; ferner unten Anm. 2, S. 331. *) Cramavr [7], p. 209. Der etwas 
unklar gehaltene franzósische Text lautet: Trouver les courbes MON autour 
desquelles faisant glisser l'équerre M C.N, le sommet C de cette équerre soit tou- 
jours dans la courbe donnée EC. 5) Crarmavr [7], p. 209. 
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ohne Hilfe der Integralrechnung erhält. In den Gleichungen 
z(u) — uIl(w) = y — D(u) (3) 
dy = dz - П(и) 
sind П(и) und Ф(и) Funktionen einer Veränderlichen u, deren Elimination 
aus den beiden Gleichungen im allgemeinen unmöglich ist. Dieser Umstand 
führte wohl CLarmaur auf den glücklichen Gedanken, eine der Gleichungen 


zu differentiieren und in die erhaltene derivierte Gleichung das aus der 
zweiten gewonnene dy zu substituieren. Dies ergab 


[(z — и) П'(и) — П(и) + D'(u)] du = 07) 
und dureh Division mit du die reduzierte Gleichung 
(æ — и)П'(и) — П(и) + Ф (и) = о. 


Während man nun einerseits х aus dieser Gleichung berechnet und in 
Gleichung (3) einsetzt, kann man auch y als Funktion von и erhalten. 
CrAmavT gibt die Werte von x, y als Funktionen von u ап: 


z=u + ا‎ 
II п [M 
y = 00) + TOW w 


und bezeichnet sie als résolution générale. Anderseits ist dw gleich Null 
zu setzen, d.h. и gleich einer beliebigen Konstante a. и = a in Gleichung (3) 
substituiert, gibt zII(a) — аП(а) = y — Ф(а), was immer eine gerade Linie 
darstellt, deren Gleichung keineswegs in dem nach der ersten Methode er- 
haltenen Resultat eingeschlossen ist. 

Man sieht ein, daß von den erhaltenen Lösungen nur diejenige eine 
singulüre ist, die den beliebigen Parameter « enthält, und die andere, welche 
beliebige Konstante enthalten kann, das allgemeine Integral gibt. 

[=П(а) — аП(а) = y — D(a)]. 

So war es ÜLAIRAUT gelungen, zwei Lösungen auf einmal aus der 
nämlichen Gleichung anzugeben, die eine verschieden von der anderen. Die 
erste Lösung ist die wahre Lösung der vorliegenden Aufgabe und zwar die 
singulüre, denn die zweite, anstatt die durch den Winkel berührte Kurve 
zu geben, drückt vielmehr die Geraden aus, welche die Schenkel dieser 
Winkel darstellen.?) Trotzdem darf man CrarmAvT nicht viel mehr als ein 
Erkennen einer Lósung, die nicht in der allgemeinen enthalten ist, zu- 


1) Bei Cramaur sind die Differentiale von П(и) und (uw) mit 2(и) und (и) 
bezeichnet. 2) Cramavr [7], p. 210. 
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schreiben. Von einer allgemeinen Methode oder einem Aufstellen einer be- 
stimmten Regel zur Auffindung der singulären Lüsung ist noch keine Rede. 
Doch spricht CLarraur selbst zu Beginn seiner Abhandlung den Gedanken 
aus, daB die von ibm gefundene Lósung einer geometrischen Aufgabe (wie 
das zitierte Beispiel sie zeigt) bei anderen Problemen sehr gut benutzt 
werden könne. Daraus kann man mit Recht den Schluß ziehen, daB er 
wußte, etwas Wichtiges für die Entwicklung der Differentialrechnung ge- 
leistet zu haben, im Gegensatz zu TAYLOR, der seine singuläre Lösung gar 
nicht weiter beachtete. „Es hat mich sehr gefreut,“ sagte CrArauT!), 
„diese Besonderheit (singularite) der Rechnung, welche sich hier leicht dar- 
bietet, zeigen zu können.“ 

Das behandelte geometrische Problem dürfte auch ersehen lassen, was 
CLATRAUT zu seiner Abhandlung veranlaßt haben dürfte; man kann wohl 
annehmen, daß CramavT durch eine Abhandlung von Bousver?) mit einer 
Ergänzung von MAUPERTUIS, in der die Ableitung der Verfolgungskurve 
(courbe de poursuite) gegeben ist, auf den Gedanken gekommen ist, noch 
weitere Aufgaben zu bearbeiten, die von Kurven handeln, welche unendlich 
viele Gerade berühren. 

Noch eine Differentialgleichung aus CLamaurs Aufsatz?) verdient be- 
sonders hervorgehoben zu werden, nämlich (33) — (x +1) Si +y=0, 
die nach ihrem Entdecker den Namen ,CLarmaursche Gleichung“ führt. 
Wird diese Gleichung nach x differentiiert, so erhält man eine weitere, die 
а?у 
алх? 
Die zweite dieser beiden neuen Gleichungen zweimal integriert, gibt die 
gerade Linie y = az + b, die eine vollständige Lösung der vorgelegten 
Differentialgleiehung liefert; die erste Gleichung differentiiert, gibt die 


2 


Parabeln у = (7 AE 3) + c. Den analytischen Zusammenhang der beiden 
Integrale kannte Crarraur merkwürdigerweise noch nicht; doch war ihm 
schon die geometrische Beziehung bekannt, daß nämlich das letztere Resultat 
die Kurve der Enveloppe der Schar von geraden Linien darstellt, welche 
durch das erstere Resultat bestimmt werden. LAGRANGE hob schon hervor, 
daß Cramaur mit Unrecht die Geraden als weniger allgemein betrachtete, 
als die Parabel, an welche sie die Tangenten sind. 


sich in die beiden Gleichungen 2 s —x—1—0 und == 0 zerlegt. 


Fassen wir kurz die von CLarraur gefundenen Resultate zusammen, 
so sehen wir, daß er die folgenden zwei Haupteigenschaften der singulüren 
Lósungen der Differentialgleichungen klar ausgesprochen: 


1) а. a: О. p. 213. 2) Mém. de l'Ac. Paris 1732, p. 1, 15. 5) CLAIRAUT ` 
[7], p. 210—211. 
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1. daB man Differentialgleichungen durch Differentiation integrieren kann; 
2. daB die auf diesem Wege gefundenen Integrale niemals in den 
Integralen enthalten sind, die man auf dem gewóhnlichen Wege 

der Integration gefunden hat. 
Direkt beeinflußt von OCrarmaurs Entdeckung ist unzweifelhaft eine 
Arbeit D'ArnEwnERTS!), die 1748 veröffentlicht wurde. Dort untersucht 


D’ALemperr die Differentialgleichung von der ersten Ordnung f (s, 9, їз) = 0, 


die in impliziter Form gegeben ist. Um die Gleichung nach у aufzulösen, 
führt er eine Transformation ein — die ülteste, die eine Integration durch 
Differentiation bewerkstelligt —, mit Hilfe deren er die nach ihm benannte 
D'ArgwBERTSChe Gleichung?) 


vo DÉI = v (a2) + x (a) 


lösen kann. In einem озуно finden wir den besonderen Fall dieser 
Gleichung behandelt: у= dr dy zd Eil der die allgemeine Form der von 


Crarraur behandelten Gleichung darstellt. Aus dieser Gleichung folgert 
Г’Агемвевт durch nochmalige Differentiation nach x 


(+f SIE Ge 


Die beiden Faktoren dieser Gleichung, jeder gleich Null gesetzt, geben die 
Gleichungen einer Kurve und von geraden Linien, wobei die Kurve die Be- 
rührende der geraden Linien darstellt. 

D'AnewBERT gab also zum erstenmal eine allgemeine Form der von 
Cramaur behandelten Gleichungen und es dürfte hier vorausgreifend zu er- 
wähnen sein, daß wahrscheinlich erst in den vierziger Jahren des 19. Jahr- 
hunderts, z. B. bei Courxor*), klar die bemerkenswerte Eigenschaft der 
Pac de tue Gleichungen ausgesprochen ist, wonach man in derselben für 

у 


Ae Dur eine konstante Größe zu substituieren hat, um unmittelbar das all- 


1) D'AnewnEnT [9]. *) Pascar (Rep. d. höh. Math., übers. v. Scherr 1900, Bd. 1, 
p.174) nennt diese Gleichung merkwürdigerweise die ,,Moxersche Gleichung", während 
Кооснё et Levy (Analyse infin. 1902, Bd. 2, p. 509) und Huwserr (Cours d'Analyse 
1904, II. Bd., p. 283) ihr den Namen „l'équation de Lacraxae“ gaben. Man nennt sie 
vielfach auch die „verallgemeinerte“ Cramavrsche Gleichung. Die D'Arewserrsche 
Gleichung führte Мохвк auf eine lineare Gleichung zurück, die sich durch zwei 
Quadraturen integrieren läßt (Corresp. sur l'éc. Polyt. 1805, Bd. 1, p.73). Navr 
(Rés. des lec. d'analyse 1840, $ 418) findet die singuläre Lüsung dieser Gleichung 
del реа von y' aus den Gleichungen y = x М(у) + N(y) und 
eJ M-y = 0, von welchen die letztere mit xy = 


D Courxor [28], siehe auch Cavenx [30]. 
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gemeine Integral derselben zu erhalten. Setzt man also die CLarraursche 
Gleichung in die Form 


f(9 2) =0, 


so ist 

f(0, y — 20) = 0 
die allgemeine Integralgleichung derselben. Sehr lange glaubte man nun, 
daB diese Art der Herleitung des allgemeinen Integrals aus einer Differen- 
tialgleichung ausschließlich den CLarraurschen Gleichungen zuküme — 
MaxwsioN!) gab sogar einen Beweis, daß CLarraurs Gleichung die einzige 


Gleichung ist, deren Integral man dadurch erhält, daß man = durch eine 


wirkliche Konstante ersetzt —, bis vor kurzer Zeit RArrv?), Goursar?) und 
Ілхрнлоех“) fanden, daß diese Methode auch bei andern Klassen von Diffe- 
rentialgleichungen mit bestimmter Beschaffenheit zur Verwendung kommen kann. 
Bei den Cramautschen Gleichungen stellen die partikulären Integrale 
gerade Linien dar und gerade diesem Umstande muß man es zuschreiben, 
daß die Schwierigkeiten, die der Entwicklung der Theorie der singulären 
Lösungen so lange im Wege standen, bei der von CLarrauT entdeckten Klasse 
von Differentialgleichungen glücklich vermieden wurden. Wie wir noch 
sehen werden, hatte man für die Existenz der singulären Lösungen das 
gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungen F(x,y,y)=0, dy =0, 
= + y a; == 0 als notwendig erkannt. Wenn aber die dritte Bedingungs- 
gleichung auf die CrarmAuTsche Gleichung angewendet wird, so wird die- 
selbe für alle Variablen x und y identisch erfüllt sein; folglich sind für die 
spezielle Klasse der CLarraurschen Gleichungen gar nicht drei Bedingungs- 
gleichungen nótig. Der Grund dafür liegt darin, daB die dritte Gleichung 
eine Wendepunktsbedingung für die Integralkurven der Differentialgleichungen 
ausdrückt, welche bei den partikulüren Integralkurven der CLarraurschen 
Gleichungen, die stets Gerade sind, in allen ihren Punkten erfüllt wird. 
Diese Eigenschaft der Integralkurven ließ die CLarraursche Gleichung stets 
eine Sonderstellung in der Theorie der singulüren Lösungen einnehmen. 
Bei dieser Gelegenheit sei noch erwühnt, daB die Theorie dieser Diffe- 
rentialgleichung im Grunde genommen den Keim des Begriffes Linienkoordi- 
nate enthält, wie Cuates’) gelegentlich bemerkt. Es ist auch deutlich aus 
der Einleitung zur Abhandlung Prückers®), in der die Linienkoordinaten 


D Mansion [69], p. 91. °?) Rarrv [99]. °) Goursar [100]. *) LixpuaaEN 


[108]. 5) Lıe-Scherrers [102] p. 31 Anm. °) CRELLE, Journ. f. Math. 1830, 
Bd. 6, p. 107. J 
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 28 
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in die Geometrie eingeführt werden, ersichtlich, daB PLücker die Crar- 
RAvTSChe Differentialgleichung vor Augen gehabt hatte. 

Als ersten Deutschen, der eine Differentialgleichung mit einer singulüren 
Lösung veröffentlichte, finden wir, wie schon Caxron mitteilt!), den Württem- 
berger WILHELM CLEMM.*) In einer nur einige Seiten umfassenden Note 
aus dem Jahre 1752 spricht Cp die Worte aus: „Nicht alles, was ich 
nieht durch die ordentlichen Regeln integrieren kann, ist deswegen der Inte- 
grierung ganz unfähig.“ Diesen Satz beweist er an der Hand der Diffe- 
rentialgleichung adr — хау = ay da? + ‹ dy. Auf das gleiche „Beispiel einer 
Differentialgleichung, die durch eine doppelte Differentiation endlich ihr 
Integral gibt,“ kommt Оремм%) 1764 wieder zu sprechen, ohne aber bis 
dahin scheinbar von den anderen Untersuchungen über solche Lósungen 
Kenntnis erhalten zu haben. 

Mit CrEww können wir die erste Periode der Entwicklung der Theorie 
der singulüren Lösungen beschließen. Bisher waren nur einzelne Fälle von 
singulären Lösungen beobachtet und weiter ausgeführt worden; diese Resul- 
tate standen vereinzelt und ohne jeden Zusammenhang. Doch war die Auf- 
merksamkeit auf diese Lósungen einmal gelenkt und es dauerte daher nicht 
mehr lange, bis eine zusammenfassende Arbeit über die Theorie der singu- 
liren Lósungen erschien. 


IV. Kapitel. 


Über die ersten zielbewußten Untersuchungen in der Theorie der 
singulären Lösungen. 


Erst nach der Veröffentlichung der wichtigen Arbeiten von LEONHARD 
Even können wir die Lehre von den Differentialgleichungen mit singulüren 
Lösungen als einen neuen Zweig der Differentialrechnung ansehen. EULER 
hatte sich anscheinend zur Aufgabe gemacht, die neue Theorie vollständig 
auszuarbeiten, obwohl er es bei weitem nicht zu endgültigen Abschlüssen: 
bringen konnte, da er hauptsächlich nur das Paradoxe in dem Auftreten 
der verschiedenen Lösungen der Differentialgleichungen behandelte. Sein 
Hauptverdienst in bezug auf die Entwicklung unserer Theorie bestand in 
der Anregung, die er durch seine allgemeinen Untersuchungen, besonders 
durch seine große Arbeit in den Berliner Miscellaneen gab, so daß sich 


1) Cantor (siehe Anm. 1 S. 328) p. 889. D Crew [10]. 5) Cream, Math. 
Lebrb., Stuttgart 1764, p. 412. 
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auch später bedeutende Männer mit diesem interessanten Teil der Differen- 
tialrechnung befaßt haben. Nicht zuviel behauptet man, wenn man alle 
Anfünge der unmittelbar nach ihm erfolgten Entdeckungen auf unserem 
Gebiete Eurer zuschreibt. 

Fast zur nümlichen Zeit!) wie CLAIRAUT kannte auch Eurer bereits 
Differentialgleichungen, die singuläre Lösungen besitzen. EuLer, der eigent- 
liche Begründer der analytischen Mechanik, wendet zum erstenmal analy- 
tische Methoden auf mechanische Probleme?) an und kommt bei einigen 
auf die ihm sonderbar erscheinenden Lósungen. Eine solche Aufgabe aus 
seiner Mechanica ®) sei im folgenden durchgeführt. 

„Es zieht eine gleichfórmige Kraft überall in vertikaler Richtung ab- 
wärts; man soll die Kurve AM bestimmen, auf welcher 
ein Kórper gleichfürmig nach einer bestimmten Seite 
AP (Fig. 2) hin fortschreitet." 

Auflósung: Es sei A.M die gesuchte Kurve 
und man nehme als Abzissenachse die Tangente AP, 
welche nach der gegebenen Seite hin gerichtet ist. 
Die Aufgabe verlangt also, daB der unter Antrieb der 
gleichförmigen Kraft g auf AM sich bewegende Körper 
in derselben Zeit nach M gelange, in welcher ein mit 


gleichförmiger Geschwindigkeit УБ (Bezeichnung 

EvLERs) sich bewegender Körper die entsprechende Achse A P durchläuft. Die 
Anfangsgeschwindigkeit des ersten Körpers in A wird ebenfalls b sein. Man 
setze AP =x, РМ = у, АМ =s und ziehe die vertikale Linie AQ, 
welche die Horizontale durch M in a schneidet. Die Geschwindigkeit des 
Kórpers in M wird daher ebenso groB sein, als diejenige, welche er in Q 


haben würde, wenn er mit der Anfangsgeschwindigkeit b durch AQ herab- 
gefallen wäre. Setzt man also AQ = z, so wird jene Geschwindigkeit 


= Vb + gz. Nach der Bedingung der Aufgabe ist aber 


rn" JA 


und man erhält hieraus die Gleichung 


1) Crarmaurs Aufsatz von 1734 [7] ist erst im Jahre 1736 von der Pariser 
Akademie veröffentlicht worden, also wurden Cramavrs Entdeckungen im gleichen 
Jahre wie Eurers Aufgaben publiziert. ?) Ротѕвох [26], Art. 4 zeigte die Be- 
deutung der singulären Lösungen in Problemen der Dynamik. Poisson zog Fälle 
in Untersuchung, bei welchen die Bewegungen eines Systems von Massen wührend 
einer gewissen Zeit durch die allgemeinen Integrale, und während einer anderen 
bestimmten Zeit durch die singulären Lösungen gegeben werden. 3) Естек [8], 
Bd. II, p. 115, $ 969—968; ferner $ 300—303, 331—335. 

28* 
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dy Vb = dz Vos. 
Es wird aber z als Funktion von x und y mit Hilfe des Winkels PAQ 
gegeben sein; dann wird, wenn sin PAQ — m gesetzt wird: 
— — я саа. 
2= ту + 2V1 — т? und dy BEER 
und folglich die Differentialgleichung 


Vode 
de = ,کک‎ 
Vb (1 — т?) + m Vgz 
deren Integral die Form besitzt: 
_ зуб _ VIZ |, туғ + УБ 
ЖИЙ RT 3 КЫ. 
(Die Konstante ist bestimmt durch z = 0 für z = 0.) 

Setzt man in diese Gleichung statt 2 seinen obigen Wert in x und y, 
so erhält man eine Gleichung in z und y, welche die Natur der gesuchten 
Kurve ausdrückt. 

Die Kurve, welche der Aufgabe Genüge leistet, ist also transzendent, 
weil sie von Logarithmen abhängt, ausgenommen, wenn т = 0 und m = 1 
ist; im ersten Fall ist АР vertikal, im zweiten horizontal. 

Ist m = 1, also AP horizontal, so wird z — y und erhält die Gleichung 

b 


dyVb = dxVgy oder ci, d. h. =y, Diese Kurve, eine 


Parabel, ist diejenige Bahn, welche ein in À mit der gleichförmigen Ge- 
schwindigkeit b fortgeworfener Körper beschreibt. 

EurER bemerkt zu dem zweiten Fall, wo m = 1, daß man die jenem 
Logarithmus gleiche Reihe bis ins Unendliche fortsetzen kann, und es werden, 
wenn man letztere substituiert, alle Glieder gegen das allerletzte, welches 
einen unendlich groBen Wert besitzt, verschwinden. Dieses Glied wird aber 
г = 0 oder y = О geben, folglich wird in diesem Fall die gerade Linie der 
Differentialgleichung Genüge leisten. Eurer sah, daß die Gleichung des all- 
gemeinen Integrales diese gerade Linie nicht umfassen kann, was aus seinen 
Worten hervorgeht: Mirabile igitur videtur, quod aequatio differentialis et 
integralis quoque, quae produit, si ponatur m = 1, parabolam tantum 
praebeat et rectam horizontalem excludere videatur. 

Wie aus vorstehender Aufgabe zu ersehen ist, hat sich also EULER vor- 
genommen, Kurven zu finden, auf welchen Körper sich bewegen können, 
die gegebenen Kräften unterliegen und gleichzeitig gewisse Bedingungen zu 
erfüllen haben. „Nichts hindert, daß es mehrere Kurven gibt, welche einer 
bestimmten Eigenschaft genügen, und in der Tat zeigte obige Rechnung 
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eine Parabel und eine horizontale Gerade im Einklang mit den in der Auf- 
gabe gestellten Bedingungen.“ 

EuLER versucht nun, durch solche Fälle von merkwürdigen Lösungen 
veranlaßt, eine Regel anzugeben, um diese Lösungen zu entdecken. Er 


schließt allgemein, daß die Differentialgleichung к= Vdu, in welcher Т 


eine für t= О verschwindende Funktion von f, und V eine beliebige Funktion von 
u bezeichnet, ebenso wie die Integralgleichung t= 0 diejenige Funktion enthält, 


welche f = = dÉ Vdw nach der Integration ergibt. EULER meint, daß man 


das erste Integral t, das z. B. in dem zitierten Beispiel eine Funktion von 
х,у ist, nur mit Unrecht vernachlässigen könne. 

Zwanzig Jahre später, im Jahre 1756 unterzieht Eurer die zwei 
Arten von Paradoxa, zu denen CLarrauT als schließlichem Resultat gelangt 
war, einer eingehenden Untersuchung.!) Er betrachtet die singulüren Lö- 
sungen einmal wegen der Art ihrer Herleitung auf dem Wege der Diffe- 
rentiation und dann in bezug auf ihre Eigenschaft, nicht im allgemeinen 
Integral enthalten zu sein. Das erste Paradoxon, daB nümlich eine Diffe- 
rentiation zu demselben Ziele führen kann, zu welchem man nur durch 
Integration zu gelangen gewohnt war, hält EuLer für einen überraschenden 
Zufall; da eine Differentiation gerade die entgegengesetzte Operation vom 
Integrieren ist, so konnte man annehmen, daß man sich durch eine aber- 
malige Differentiation weiter vom Ziele entfernen würde. Von großem 
Vorteil hält er es, wenn eine zweimalige Differentiation stets zu einer sin- 
gulüren Lósung führen würde, wagt es aber nicht, diesen Weg einer Lósung 
für alle Fülle als gültig anzusehen. Eurer weiß, daß die Kurven der 
partikuliren Lósungen die Kurve der singulüren Lüsung berührt, hebt aber 
dennoch sonderbarerweise nicht ausdrück- 
lich hervor, daß die letztere Kurve die En- 
veloppe aller partikulüren Integralkurven 
darstellt. 

Eines der Beispiele EuLers für das 
erste Paradoxon ist das folgende: „Es ist 
die Gleichung der Kurve AMB (Fig. 3) zu 
finden, welche in allen ihren Punkten die 
Eigenschaft besitzt, daB ihre Tangenten von zwei in ihren Schnittpunkten 
A und B mit der Achse AB errichteten Senkrechten АЕ und BJ Stücke 
(z.B. AT und B V) abschneiden, deren Produkte stets eine konstante Größe 
besitzen.?) 


D Eurer [11], p. 300. *) Fees, а а. O. p. 308. 
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Lösung: Es sei A B = 2a, die Abzisse АР = x, die Ordinate M P = y. 
Zieht man in unendlich naher Entfernung von MP die Ordinate mp, so 
wird Рр = Мл = dz und mz = dy. Wenn die Geraden TR und MS 
parallel zur Achse gezogen werden, so wird die Ähnlichkeit der Dreiecke 
Млт, ТЕМ und MSV, weil PB = MS = 2а — х ist, die Gleichungen 
liefern: 


RM = 2Y ШОЧ SE = DÉEN 
da da 
Dann wird 
ATZy- 991 oua ву ут 028 994 


und damit die Relation А7. В У = const. dureh folgende Gleichung aus- 
gedrüekt: 
( E 22у) (v _ BC + 2753) == const. = С?. 


Wollte Eurer diese Differentialgleichung nach der gewöhnlichen Methode 
behandeln, so würde er bald auf Schwierigkeiten gestoßen sein. Er setzt 


daher zunüchst p — jy und löst die Gleichung nach y auf: 


y = — (а— ®)р + ye + ap. 


Eurer differentiiert nun diese Gleichung nach x; 


a*p dp 
dy = раа = — (a — z)dp + pdz +: LIE 
und erhält nach Division mit dp daraus: 2 = а — pue . Durch 
Ис + аїр? 
Substitution des Wertes von (а — x) in die Gleichung für у folgt 
y = SE " 
Ve" +a" pî 


Aus den beiden letzten Gleichungen für x und y wird p eliminiert: 
Сл И CE 

а? c! e+ ap" 

Die gesuchte Kurve ist also eine Ellipse, deren eine Achse AB und kon- 
jugierte Halbachse gleich c ist. Es ist aber klar, daB, was Eurer hervor- 
hebt, aufer dieser Kurve der Aufgabe noch eine unbegrenzte Anzahl von 
geraden Linien TV genügen, die so liegen, daß das Produkt АТ. ВУ 
immer gleich dem Quadrate der Halbachse c ist. Diese geraden Linien 


= 1. 


? 
finden sich aus dem Divisor dp — = wenn derselbe gleich Null gesetzt wird. 


Es ist leicht einzusehen, daß die Gleichung der Ellipse, ohne will- 
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kürliche Konstante, nichts anderes als die singulüre Lósung ist; dagegen 
die Gleichung der geraden Linie mit einer willkürlichen Konstanten das all- 
gemeine Integral der Differentialgleichung darstellt. h 

Für nicht weniger überraschend hält Eurer das zweite Paradoxon, daß 
nämlich die singuläre Lösung nicht in dem allgemeinen Integral enthalten 
ist, da dies auch diametral den gewöhnlichen Regeln der Integralrechnung 
gegenübersteht. Man glaubte nämlich, daß von einer Differentialgleichung 
nur ihr allgemeines Integral zu suchen sei, dem man, um die allgemeinste 
Lösung zu erhalten, nur eine undefinierte Konstante beizufügen habe. Das 
Verhalten der singulüren Lösungen, sagt EULER, sei um so mehr paradox, 
je mehr man von der Richtigkeit der in den letzten Zeilen ausgesprochenen 
Worte überzeugt ist. Wenn aber die Gleichung des allgemeinen Integrales, 
die man in vorgeschriebener Weise behandelt, alle Lósungen der Differential- 
gleichung nicht erschöpft, so müsse das betreffende Problem Lösungen zu- 
lassen, welche die Integration nicht liefert. Eurer bemerkt, daß dieselben 
Fülle, die durch die gewóhnliche Integration nicht erreicht werden kónnen, 
eben diejenigen sind, welche durch eine wiederholte Differentiation der 
Differentialgleichung das erste Paradoxon geliefert haben. Diese Überein- 
stimmung betrachtet Eurer nicht mehr als einen Zufall, und stellt die Be- 
hauptung auf, die beiden Paradoxa seien dermaßen miteinander verbunden, 
daß das eine notwendig in dem anderen enthalten ist. Eurer hat dagegen 
nieht weiter versucht, den Zusammenhang der beiden Lüsungen zu erforschen, 
sondern er begnügte sich damit, das Vorhandensein verschiedenartiger 
Lösungen als Paradoxon der Integralrechnung hinzustellen. LAGRANGE!) 
wies darauf hin, daß die EvurERscehen Paradoxa doch schon als wesentliche 
Resultate der Analysis anzusehen sind. 

Einen groBen Fortschritt in der Entwicklung der Theorie der singu- 
lären Lösungen hat dagegen Eurer dadurch gemacht, daß er zuerst eine 
exakte Regel?) aufstellt, um solche Lösungen einer Differentialgleichung 
zu finden. 

Es sei 2 irgend eine Funktion zweier veründerlicher Größen 7, y und Z 
irgend eine Funktion von z, ferner Р, Q, V beliebige Funktionen von 7, у 
und angenommen, 4ай man auf irgend einem Wege zu der Differential- 
gleichung Vdz = Z(Pdx + Qdy) gekommen wäre; dann ist es klar, daB 
Z = 0 der Gleichung genügt. Man würde nun auch г = const. erhalten 
und daraus folgernd dz — 0, so daB in diesem Falle für z — c die Glieder 
Z und Рах + Qdy verschwinden. EvLer erprobt diese Regel an mehreren 
Beispielen. 


1) LaGranGe [25], $ 250; Oeuvres Bd. 10, p. 265. D Eurer [11], р. 319. 
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Wie wichtig für unsere Theorie EuLers Arbeit geworden ist, läßt sich 
aus den inhaitsvollen Worten von LAGRANGE ersehen: „EULER war der Este, 
der die singulären Lösungen als Ausnahmen der Theorie der willkürlihen 
Konstanten in der Differentialrechnung betrachtet hat. Seitdem hat nan 
erkannt, daß sie von der allgemeinen Theorie der Differentialgleichurgen 
und deren Abgeleiteten abhängen und daß sie dazu dienen, dieselber zw 
vervollständigen.“ 

Ein Jahr, bevor Eurer die Inst. Calc. integr. und darin weitere Urter- 
suchungen für die Theorie der singulären Lösungen herausgegeben lutte, 
wurde eine neue Art gefunden, die isoliert auftretenden Integrale von 
Differentialgleichungen zu finden. Marquis DE CoxponcET!) bringt in ehem 
Essai von 1766 als erstes Problem die Aufgabe, von einer Differenial- 
gleichung sowohl die allgemeine als auch die singulüre Lósung aufzusuden. 

Coxporcer betrachtet die Differentialgleichung 


Adz 4- Bdy — 0, (1) 


wo A und B rationale und ganze Funktionen sind. Dann werde A dz + dm 
angenommen, so daß 


a tue GM o (2) 
die beiden Gleichungen sind identisch, woraus, da A = B’ B ist, 
T. 
da | y. B , AdB' 
dy dy B dy 
folgt. Durch Substitution in Gleichung (2) ergibt sich nun 
A 
an AN dë 
Bes |a 


Diese letzte Gleichung ist nichts anderes als die partielle Differentialgleichung 
zur Bestimmung des Euterschen Multiplikators A, in die sie sofort über- 
geht, wenn man В' = AB setzt; wird also hieraus B’ oder A bestimmt, so 
ist A'dz + B'dy ein exaktes Differential, dessen Integral, — O gesetzt, das 
gesuchte von Айх + Bdy = O ist. Die nächste Bemerkung ist nun die 
Айх + Вау _ 1 
Аах + Вау À 
С = i = 0 die singulüre Lösung!?) 


hier wichtige: Es ist nach unserer Bezeichnung. Smit 


Coxporcer hat also hier als Erster versucht, die singulüren Lüswgen 
mit Hilfe des Integrationsfaktors aufzufinden; man braucht nur dem letzteren. 


1) Conponcer [12], p. 6—11. WË Eé 0: p.07: 
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einen unendlich großen Wert beizulegen, um die singulüren Lösungen 
zu erhalten.!) Später ist man wiederholt auf dieses Problem zurück- 
gekommen, wovon noch die Rede sein wird. 


GANT MAPEL, TY^TNY 


x иба суо Bez 350 rds did 
V. Kapitel. Vds UNOSU  RaíS/aWSKIANE 


Erste vollstindige Ausarbeitung der Theorie. 


$1. EULERs Regeln. 


Bisher hatte man die Gleichungen der singulüren Lösungen nur als 
sonderbare Lósungen betrachtet, die sich ohne Integration darbieten. Man 
hatte jedoch noch kein Mittel, um a priori festzustellen, ob eine solche 
Lösung im allgemeinen Integral enthalten sein kann oder nicht. EULER 
war es wieder, der eine Regel aufstellte, welche diese Frage entscheiden 
sollte. Insigne hoc est paradoxon, sagte er 17687), a nemine adhue, quantum 
mihi quidem «constat observatum, quod aequationi differentiali eius modi 
valor satisfacere queat, qui tamen eius non sit integrale; atque adeo vix 
patet, quomodo haee cum solita integralium idea conciliari possint. Im 
Problem 71 gab er ein Kriterium?), das AufschluB geben sollte, ob ein ge- 
gebenes Integral der Differentialgleichung unbekannt ist. 


Eurer behandelte die Aufgabe: „Wenn in der Differentialgleichung 
dz 


dy = Q für x = a die Funktion verschwindet, so soll man die Fälle be- 
stimmen, in welchen die Gleichung x = а ein partikuläres Integral der vor- 
gelegten Differentialgleichung ist oder nicht“, und kam zu folgendem Re- 
sultat: Der Wert ж = a ist ein partikulüres Integral der Differentialgleichung, 


wenn für x = а nicht nur Q = О, sondern auch es ob oo wird. Setzt 


man dann Q = (a — х)" R, wobei n eine positive Zahl bedeutet, so muß 
n kleiner als die Einheit sein, wenn die Gleichung x = а kein partikulüres 
Integral der Differentialgleichung sein soll, obwohl dieselbe der letzteren 
Genüge leistet. Wenn aber der Exponent » kleiner als die Einheit ist, so 


1) Auch Eurer bemerkt, daß man das singuläre Integral erhält, indem man 
den reziproken Wert des integrierenden Faktors gleich Null setzt. Pamrevés 
Zitat ([119], Anm. 76, p. 213) ist falsch, indem diese Bemerkung Eurrrs erst in 
Kap.IV, Nr.574 (deutsche Ausg. von Salomon, p. 340) steht und nicht p. 351 
der Inst. Cale. Integr. з) Eurer [13], Schol. II in Probl. 71. $) Eurer [13], 
5 547—564. 
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wird die Größe Eo ebenfalls unendlich für x = a. Man erhält also hier- 


durch ein neues Kennzeichen, das lehren soll, ob die irgend einer Differential- 
gleichung entsprechenden Werte als partikuläre Integrale angesehen werden 
oder nicht. 

Wird Q — 0, wenn in der Differentialgleichung dy — V die Ver- 


änderliche x — a gesetzt wird, so wird der Wert des Ausdruckes = für 


æ= а untersucht; wird derselbe endlich oder Null, so ist die Gleichung 
ж = а ein partikuläres Integral; wird aber jener Wert unendlich, so gehört 
æ = a nicht zu den partikulüren Integralen, ARE er die Differential- 
gleichung befriedigt. 

Diese Regel gab zu Erörterungen Anlaß, die gleich hier erwähnt sein 
mögen. Cavcuv!) hat 1844 ein Theorem aufgestellt, das als Gegenstück 
zu der Regel von EuLer aufgefaBt werden kann: Es seien « und f zwei 
unendlich kleine Größen, wovon die zweite so gewählt ist, daß die Funktion 
f(x,y) beständig das nümliche Zeichen zwischen den Grenzen y = e und 
y = В behält, d. h. daB die Funktion f(x, y) in dy = f(x, y) dv für die 
Stelle y = 0 sich ändere. Um nun zu entscheiden, ob der Wert y = 0 
der Differentialgleichung dy = f(x, y) dx als singulüres oder partikulüres 
Integral genügt, ist es hinreichend, festzustellen, ob das zwischen denselben 
Grenzen in Beziehung auf die Veränderliche y genommene bestimmte Integral 


Lë selbst eine unendlich kleine Grófe ist oder nicht. 
To, y) 


Wenn also y = 0 eine singuläre Lösung ist von dy = f(x, у) dx, so 


ist immer lim J, "^ = 0 und wenn y = 0 eine partikuläre Lösung der 
Ko м 
8 
nümlichen Differentialgleichung ist, so muB Jr tn oder oO sein. 
Fe y 9 


Die Konvergenz des Integrales jf п gegen Null hat sich als ein hin- 


reichendes Kriterium für die singulüre Lósung erwiesen unter der Voraus- 
setzung, daB der Wert des Differentialquotienten, aus der Differential- 
gleichung erhalten, eine Funktion ist, die für y = 0 nicht unstetig wird. 
Wenn z bezw. y in diesem Theorem als Konstante angesehen wird, so ist 


1) Cauchr [30], p. 447—448; siehe auch Prix [70] und ре Моквах [35], $ 7 
über diese Regel. 
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leicht ersichtlich, daß das von Cavcuv gegebene zu dem von EULER ge- 
fundenen Kriterium führen kann, gleichzeitig aber auch zu gewissen Gleichungen, 
die das Endresultat der Regel von Boore für die Existenz von singulären 
Lösungen darstelleu.*) 

Eurer hat noch folgendes bemerkenswerte Kriterium?) aufgestellt, als 
er die Frage beantwortet: Si quaepiam relatio inter binas variabiles satis- 
faciat aequationi differentiali, definire utrum ea sit integrale particulare nec- 
ne? Er entscheidet, ob ein gefundenes Integral ein spezieller Fall des all- 
gemeinen Integrales oder eine singuläre Lösung ist, dadurch, daß er zeigt, 
es müsse die Entwicklung y = ф (x, X + о) eine Potenz von o enthalten, 
deren Exponent kleiner als 1 ist, wenn man y einen singulären Wert X 
beilegt. Eurer prüft dieses Kriterium wieder an einer Reihe von Bei- 
spielen, von welchen ein solches zur weiteren Erläuterung der Regel hier 


folgen soll): Da der Wert y = x der Gleichung ady — adr = dz yy? —2? 
Genüge leistet, so untersuche man, ob derselbe ein partikuläres Integral sei 
oder nieht. Мап setze y = x + o, wobei o unendlich klein angenommen 
werden soll, so wird 


ado = 
Ue dzy2z, 


ado = dry2zo oder 
weil Vy? —2? = V2 zo ist Da hier de durch eine Potenz von œ, deren 
Exponent kleiner als die Einheit ist, dividiert wird, so folgt, daB der Wert 
у = ж kein partikulüres Integral der vorgelegten Gleichung ist, obwohl er 
derselben Genüge leistet. 

Diese „methodus ingeniosissima“, wie sich LarraAcE*) gelegentlich über 
diese Regel ausdrückt, enthült allerdings die Unbequemlichkeit, daB sie nicht 
die Natur irgend einer beliebigen Lósung bestimmt, sondern die Voraus- 
setzung enthält, daB y immer durch x dargestellt gefunden sein muß. Merk- 

1) Boore ([40b], p. 23—31), hatte sich 1859 mit dem Eurerschen Kriterium 
beschäftigt und die Schlußfolgerung, die bei Eurer nicht vollständig entwickelt 
ist, weiter ausgeführt. Boore schreibt übrigens Ерек zuviel zu, da letzterer nicht 
die Natur von irgend einer beliebigen Lósung, sondern nur von einer Lüsung 
ж = const. diskutiert hat. Auf diese Tatsache hat bereits Торнохтек ([40b], 
p. 34) aufmerksam gemacht. Cockrr [57] übt wiederum an Boorrs Auseinander- 
setzung Kritik; es sei fraglich, ob Воогев Schlüsse in allen Fällen richtig seien; 
nur seine Annahme, daß eine Größe auf der rechten Seite einer Gleichung als 
Konstante und auf der linken Seite als Variable behandelt wurde und daß die 
singuläre Lösung durch eine Integration erhalten worden ist, scheinen wesentlich 
zu ihrer Gültigkeit beigetragen zu haben. °?) Eurer [13], $ 565. Probl. 72. Eine 
vollständige Ableitung für dieses Kriterium findet sich bei Lacraxce [25], $ 204; 
Leg. 15. Oeuvres Bd. 10, p. 21öff., welche auch Hovraıs [36], p. 1083—1085 wieder 
bringt. °) A. a. О. 8 568. *) Larrace [15], p. 539. 
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würdigerweise hat auch hier EuLER immer noch keinen besonderen Kunst- 
ausdruck für die neuen Integrale eingeführt; er mag sie immer noch, um 
Worte von LarawpE!) zu gebrauchen, nur als „pour ainsi dire parasites“ 
unter den Integralen angesehen haben.?) 


$2. LAPLACE. 


GroBes Verdienst um die Fortentwicklung unserer Theorie hat sich 
auch LaPLACE erworben, der sofort erkannt hatte, daß „haec analyseos pars 
maxime utilis“) sei. Man glaubte bisher, daß sich LarraAcE mit den sin- 
gulüren Lüsungen nur ganz gelegentlich in einer Abhandlung über die süku- 
laren Ungleichheiten der Planeten, die 1772 in den Pariser Memoiren 
erschien), beschäftigte; doch hatte er bereits 1771 in den Acta Eruditorum 
eine längere Abhandlung über dieses Gebiet veröffentlicht, die er aber selbst 
in manchen Teilen als mißlungen bezeichnete und deshalb im folgenden 
Jahre eine von den nämlichen Prinzipien ausgehende Arbeit gab, in welcher 
er die Beweise seiner Sätze einer strengen Formulierung unterwarf. LAPLACE 
spricht 1774 über diese beiden Arbeiten gelegentlich der Wiederholung?) 
eines 1772 entdeckten, aber erst 1775 veröffentlichten Satzes über singu- 
lire Lösungen folgende Worte: „La méthode dont j'ai fait usage, vient de 
paroître dans les Actes de Lipsie pour l’année 1771. Mais comme il s'est 
glissé, durant limpression plusieurs fautes assez considerables et que d'ail- 
leurs j'ai eu depuis occasion d'approfondir d'avantage cette matière, je prie 
le lecteur de suivre mes recherches sur cet objet dans le volume de l'Aca- 
demie (de Paris) pour l'année 1778.“ 

Während Lapzace 1771 an dem speziellen Beispiel 


ydy + zdz = dy Va? + y? — a? 
(an welchem er sowohl 1771 als auch 1772 die Existenz der singulüren 
Lösungen nachwies) zuerst zeigte, daB die singulüre Lösung 2° + y* = а? 
der vorgelegten Differentialgleichung nicht in dem allgemeinen Integrale 
y + C =V x? + y? + а? enthalten sei), so löste er diese Frage in seiner 
zweiten Abhandlung direkt in allgemeiner Weise an der Hand der Diffe- 
rentialgleichung dy = pdz") mit Hilfe von geometrischen Betrachtungen. 
Es sei im folgenden der Gedankengang des Beweises, den Laprace 1772 


1) Moxtvera-Laranne. Hist. de math. Bd. 3, p. 194. *) ”’'Агемвевт [14], 
wurde 1769 durch Evers Untersuchungen wieder veranlaßt, sich mit den singu- 
lären Lösungen zu beschäftigen, und versuchte, die Eurersche Darstellung zu er- 
weitern. D Laprace [15], p. 540. *) Lapzace [16]. 5) Larcace [18]. ©) La- 
PLACE [15], p. 541—543. Т) Laprace [16], p. 345—347; Oeuvres, Bd. 8, p. 327 
bis 329. 
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gab, angedeutet. Wenn nämlich ф = О die gegebene Lösung der Differential- 
gleichung ist, deren allgemeines Integral durch die Gleichung y = О dar- 
gestellt wird, so kann man mit Hilfe der beiden Gleichungen ф = 0 und 
ap = 0 zwei Kurven HCM und LON 
(Fig. 4) über die Achse AB konstru- 
ieren. Dabei wird die Konstante in 
der Gleichung des allgemeinen Integrales 
y = 0 so angenommen, daß die parti- 
kuläre Kurve LON durch den auf der 
Kurve Фф = O als fest vorausgesetzten 
Punkt С hindurchgeht. Es ist nun 
augenscheinlich, daB. im Falle des Enthaltenseins der Kurve Фф = 0 im 
allgemeinen Integral y = 0 die beiden Kurven HCM und LCN in allen 
ihren Punkten übereinstimmen, d. h. die ersten Differentialquotienten 
und folglieh alle hóheren müssen in allen Punkten der beiden Kurven be- 
züglich gleich sein. Ist dies nicht der Fall, so muß die Gleichung o = 0 
eine singulüre Lösung darstellen. Auf Grund dieser Überlegung gab nun 
LaPLACE in analytischer Form ein Mittel, ohne Kenntnis des allgemeinen 
Integrales festzustellen, ob eine gegebene Gleichung eine singulüre Lösung 
sei oder nieht. 

LaPLAcE bespricht hierauf den speziellen Fall, in dem die Gleichung 
eines Integrales von dy — рах durch y — О gegeben ist, und gibt eine 
Regel!) nach welcher die singulüre oder partikuläre Natur von y = 0 er: 
kannt werden kann. Dann ging er zu dem allgemeinen Fall über, wo die 
Lösung eine beliebige Gleichung zwischen z und y ist. Wenn и = 0 eine 
beliebige Lösung der Differentialgleichung dy = pdx sein soll, so wird über 
ihre Beschaffenheit die transformierte Differentialgleichung ?) 


Fig. 4. 


du 
dae — qa, de 


Aufschluß geben und zwar ist u = О ein partikuläres Integral, wenn 
n > 1, andernfalls muB и == О eine singulüre Lósung sein.?) 

LarLAcE kennt also, wie leicht aus dem vorstehenden zu ersehen ist, 
die Tatsache (die später von LacRANGE und Poisson weiter ausgeführt 
worden ist) daß eine singuläre Lösung durch eine geeignete Transformation 
von der Differentialgleichung abgetrennt werden kann. 

Von dem letzten Satze aus gelangt nun LAPLACE zu folgendem 


1) Larrack [16], p. 348. 2 q darf weder unendlich, noch Null werden. 
3) Eine ähnliche Transformation, bei der das Verhalten eines Exponenten eines 
Faktors Aufschluß über die singuläre Lösung gibt, findet sich bei Counwor [28] 
§ 516. 
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I. Theorem: Wenn die Gleichung u = О eine Lösung der Differential- 
gleichung dy = рах ist, so wird sie jedesmal eine singuläre Lösung sein 
wenn sie der Größe 


dp d 
1: (T5 te e + 22 1 = 
den Wert Null erteilt, wenn nicht, so wird die Gleichung u = O ein 
partikulüres Integral darstellen.!) 

Das zweite Problem, mit dem sich LapLACE in seinen beiden Abhand- 
lungen beschüftigt, behandelt die Frage, auf welche Weise man alle sin- 
gulüren Lósungen einer vorgelegten Differentialgleichung finden kann. Er 
gibt hierfür zwei Methoden an; in der ersten benützt er die Entdeckung 
von CowponcET, daß in dem Eurerschen Multiplikator die singuläre Lösung 
enthalten sein muf, wenn die Differentialgleichung eine solche besitzt. Seine 
Ableitung ist verschieden von der Methode Coxporcers, jedoch in den 
beiden Arbeiten von LaPracr vollständig gleich?) und er ist zu folgendem 
Ergebnis gelangt: 

Wenn die linke Seite der Gleichung Rdx — Sdy = 0, welche, mit dem 
Faktor и multipliziert, integrierbar gemacht wird, so daß 


«Вах — 54у = dp(x, y) 


ein vollständiges Differential ist, so wird é= О die singulüre Lösung der 
vorgelegten Differentialgleichung sein, wenn & — О ein Faktor der Gleichung 
= 0 ist. 

Auch LaaRaxGE?), Lacroıx?) und Omrorr?) glaubten in der Methode 
des Integrationsfaktors einer Differentialgleichung ein gutes Mittel zu sehen, 
um aus dem Multiplikator die singulüren Lösungen zu finden.) LAGRANGE 
erwähnte u. a. daß man aus der Tatsache, daB jeder Multiplikator für die 
singuläre Lüsung unendlich groB ist, nicht den reziproken Satz aufstellen 
kann, wonach jede Differentialgleichung, die einen unendlich großen EULER- 
schen Multiplikator besitzt, auch eine singulüre Lösung haben muß. 

LAPLACE gibt auch einen Weg an, um den Faktor $ des Integrations- 
faktors zu finden, der die singulüre Lósung darstellen soll. Bei dieser Unter- 
suchung zeigt sich in LAPLACES Arbeiten eine Verschiedenheit; die Methode, 
die LaPLAcE 1772 gibt, ist eine prüzisere und baut sich auf das erste 


1) Ein ausführlicher Beweis für dieses Theorem findet sich bei Houranx [36], 
p. 1086—1091. 2) Larrace [15], p. 551; [16], р. 852. 5) LAGRANGE [25], 
5 175. Oeuvres, Bd. 10, p. 187 ff; 8 168. Oeuvres, Bd. 10, p. 181—182. *) Lacnorx 
[23], $ 600. 5) Onrorr [45]. 6) Siehe auch Boore [40b], p. 23; ve Monaax 
[35], § 2; Cockze [71], $ 11. 
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Theorem auf, das er 1771 noch nicht gefunden hatte. Auch die Regel, 
den Faktor & zu erhalten, ist strenger formuliert worden und lautet fol- 
gendermaßen: 


IL Theorem. Wenn &= О eine singuläre Lösung der Differential- 
gleichung dy = рах ist, so ist £ ein gemeinsamer Faktor zu den beiden 


IT. 
А ахау 1 К ; 1 
Größen p + rM und À und umgekehrt, jeder zu diesen beiden 
dy* dy 


Größen gemeinsame Faktor, gleich Null gesetzt, ist eine singulüre Lösung 
der Differentialgleichung dy = pda.) 

Dieses Theorem hatte LaPLACE?) bereits früher, jedoch ohne Beweis 
verüffentlicht; es ist augenscheinlich, daB daraus eine einfache Methode 
resultierte, um direkt alle singulüren Lósungen einer Differentialgleichung 
zu finden, und zwar ohne Kenntnis des allgemeinen Integrales und des 
Eunrnschen Multiplikators. LaApLacE benutzte dieses Theorem, um noch 
zwei weitere Regeln abzuleiten, welche die partikulüre oder singulüre Natur 
einer vorgelegten Gleichung bestimmen sollen, unter der Annahme, daB die 
Gleichung nur eine veründerliche Größe enthält. 

1. Wenn &=0 eine Funktion von y allein ist, und eine singuläre Lösung 
der Differentialgleichung dy = рах sein soll, so muß E gemeinsamer Faktor 


zu den beiden Größen p und 3s sein, und umgekehrt, jeder gemeinsamer 
dy 
Faktor in diesen beiden Größen, der nur y in sich schließt, gleich Null 
gesetzt, wird eine singuläre Lösung der Differentialgleichung geben. 
2. Wenn &=0 eine Funktion von & allein ist und eine singuläre 


Lósung der Differentialgleichung du — dx sein soll, so muß £ gemein- 


samer Faktor von > und 5 sein, und umgekehrt, jeder gemeinsamer Faktor 
dz 
in diesen beiden Größen, welcher nur eine Funktion von z ist, gleich Null 
gesetzt, ist eine singulüre Lósung der vorgelegten Differentialgleichung. 
Das wichtigste in diesen Sätzen war die Entdeckung, daß die singuläre 
Lösung die Gleichung 


1 dp 
rh oder ШУА, Н, 
dy 


befriedigen muß; damit war das bekannteste Kriterium für das Auftreten 


1) Larrace [16], p. 355; Oeuvres, Bd. 8, р. 339. D Larrace [18]. 
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der singulüren Lösungen gegeben. Es mußte also die partielle Ableitung 
in bezug auf y der nach x aufgelósten Differentialgleichung für jeden Wert 


von y, der als singulüre Lósung die Differentialgleichung befriedigen sollte, 
unendlich werden. Diese sog. LaPLAcEsche Bedingungsgleichung!) führte 
zu mehreren Bemerkungen, die wichtig genug sind, um sie hier gleich 
folgen zu lassen. LacRawaE hat dieses Kriterium aufs neue abgeleitet und 
in folgender Weise vervollständigt: „Hat man die gegebene Differential- 
gleichung auf die Form gebracht: = = — f(x, y) = — p, so müssen die 
beiden Größen und = für eine singuläre Lösung unendlich groß sein. 
Dieser Umstand gibt ein einfaches Mittel, um zu erkennen, ob ein Ausdruck 
ohne willkürliche Konstante, welcher eine gegebene Differentialgleichung be- 
friedigt, eine singuläre Lösung oder bloß ein besonderer Fall des allgemeinen 
Integrales ist. Auch kann diese Eigenschaft dazu dienen, die singulären 
Lösungen, deren eine Differentialgleichung fähig ist, zu finden; denn wenn 


: А а d ГКД 

eine Gleichung, für welche E — oo und = = оо zugleich z + f(a,y) = 0 
genügt, so ist sie die singuläre Lósung."?)  LacRaNGE hat also nur die 
Gleichung = = oo neu gefunden und es ist daher unrichtig, daB man ihm 


die Entdeckung beider Gleichungen zuschreibt, wie dies in neuerer “Zeit 
bisweilen, z. B. von Boone?) und Preverra?), geschehen ist. Aus der Ab- 
leitung von LarrAcE, die sich auf das EuLERsche Kriterium gestützt hatte, 


konnte man schließen, daß die Gleichung EE = оо eine notwendige Be- 


dingung für die Existenz der singulüren Lósungen darstellt; es war daher 
nur noch zu prüfen, ob sie auch hinreichend würe für das Auftreten der- 
selben. Es wurde aber sehr bald die Unzulänglichkeit der Bedingungs- 
gleichungen an manchen Beispielen nachgewiesen und so ging man daran, 
dieselben zu vervollkommnen.5) Der Irrtum, der das LaPrAcEsche Resultat 
nicht mehr einwandsfrei machte, besteht in der Annahme, daf das Unendlich- 


1) Tımsermans [29] und Navr (siehe Anm. 2 S. 332), $ 412, deuten die 
Larracesche Gleichung vom geometrischen Standpunkt aus. D Lagrange [25], 
$ 200, Oeuvres, Bd. 10, p. 212; zwei weitere Beweise Laaraxae [24], chap. 9, n. 
59, 60; ferner ein Beweis bei Zasaorkowskı [51], Prix [70]. Auch Maxsrox [54] gibt 
eine neue Ableitung des LarrnacEschen Kriteriums, dessen Auseinandersetzung mit 
einer Untersuchung Hovrams ([36], p. 1028) identisch ist, die letzterer nach einem 
Beweise von Cararra (Traité dém. de Calc. intégr. gegeben hat. ®) Boore 
[40a], p. 175. 4) Ркере [98], р. 31. 5) Boore [40a], ch. 8, art. 7; ch. 21, 
art. 6. vgl. Нлсех [116], p. 186; ferner Prix [70]; siehe auch die Arbeiten von 
Lenger (S. 354, Anm. 1) und ре Moreas (S. 378), 
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werden des Ausdruckes infolge des Auftretens eines verschwindenden Faktors 
mit seinem Nenner stattfindet. !) 


$3. Ausführliche Darlegung der Theorie von LAGRANGE. 


Die Lektüre der zweiten Abhandlung von LarLace hatte in LAGRANGE?) 
Gedanken aufgefrischt, die er schon früher, wahrscheinlich durch EULERS 
grundlegenden Aufsatz angeregt, gefaBt hatte, und er beschüftigte sich mit 
Untersuchungen?), von denen er mit vollem Recht sprechen durfte: „dans 
lesquelles je me flatte de pouvoir présenter aux Geomètres une theorie 
nouvelle et complète sur le point d'analyse dont il s’agit.“ Das Gebiet der 
singulüren Lósungen erfreute sich einer besonders eifrigen Behandlung durch 
LAGRANGE und wir verdanken ihm die erste vollständige Aufstellung der 
wesentliehsten Gesichtspunkte unserer Theorie. 

In der Abhandlung von 1774 spricht LAGRANGE als Erster in syste- 
matischer Aufeinanderfolge: | 


А. Von den singulären Lüsungen der Differentialgleichungen von der 
ersten Ordnung mit zwei Variabeln und von der Methode, sie aus den voll- 
ständigen Integralen herzuleiten. 


B. Von dem Auftreten der singulüren Lósungen der Differential- 
gleichungen von der ersten Ordnung und der Methode, dieselben zu finden, 
ohne die vollständige Lösung zu kennen. 


C. Von der Ableitung der singulären Lösungen aus der Betrachtung 
von Kurven. 


1) LacnAxGE [25], § 229—231, Oeuvres, Bd. 10, p. 239—242. *) LAGRANGE 
hatte die Arbeit von Lapcace als Manuskript in Händen gehabt. *) LAGRANGES 
erste Abhandlung wurde in den Sitzungen der Akademie in Paris am 12. Oktober 
und 9. November 1774 gelesen; also machte LaGranGe seine Resultate in bezug auf 
die singulären Lösungen etwas früher bekannt, als Larraczs Arbeit von 1772 ver- 
öffentlicht wurde. Die erste Arbeit von Larrack hat LacraxGe wahrscheinlich nicht 
gekannt. In den Leçons sur le Calcul des fonctions kommt LacranGe auf die gleichen 
Probleme von 1774 wieder zu sprechen. Er hatte diese Leçons in der École Poly- 
technique in Paris 1799 vorgetragen, 1801 in der neuen Ausgabe der Séances des Écoles 
Normales publiziert und im 12. Heft des Journ. de l'Éc. Polyt. von 1804 wieder 
abgedruckt. LaenawcE hat besondere Ausgaben derselben in den Jahren 1806 
und 1808 veranstaltet. — Die im folgenden angeführten Untersuchungen von La- 
GRANGE sind nicht in der Schreibweise, wie sie 1774 und 1779 gegeben wurden, 
angeführt, sondern schließen sich der mit aller Allgemeinheit, Gewandtheit und 
Klarheit der analytischen Kunst LaenmáawaEs vorgetragenen Theorie der singulüren 
Lósungen in den Leçons an, da diese im Prinzip vollständig mit den früheren von 
1774 übereinstimmen. 

Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 24 
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A. Ableitung der singulären Lösung aus dem allgemeinen 
Integral. 


LAGRANGES Methode, die singuläre Lösung aus dem allgemeinen Integral 
zu finden, beruht auf der Variation!) der Konstanten in der allgemeinen 
Lösung?). Lacraxce zeigte zuerst, daß eine Differentialgleichung 

v = f( y, y) - 0 
eine singulüre Lósung haben kann, die kein besonderer Fall des allgemeinen 
Integrales von v = 0 ist, und gab als I. Theorem, daß man die singulüre 
Lösung aus dem allgemeinen Integrale и = F(x, y, С) = О einer gegebenen 
Differentialgleichung f(x, y, у) = 0 findet, wenn man in demselben der 


Größe C denjenigen veründerlichen Wert gibt, welcher der Gleichung 


-- == 0 entspricht, und zwar aus dem Grunde, weil für diesen Wert уоп С 


die erste von и = О abgeleitete Gleichung = = 0 und die durch Verbin- 


dung derselben mit « — О, vermittels Wegschaffung der Größe C entstehende 
Differentialgleichung v = 0 die nämliche bleibt, C mag konstant sein 
oder nicht. 


Bezüglich der Gleichung = = 0 macht LAGRANGE noch die Bemerkung, 


daß dieselbe nach der Theorie der algebraischen Gleichungen die Bedingung 
der Gleichheit zweier Wurzeln der Gleichung F(z, у, C) = О ausdrückt, 
woraus folgt, daß der singuläre Wert von y für die Gleichung F(z, y, C) = 0 
die Eigenschaft hat, der nach С aufgelösten Gleichung zwei gleiche Wurzeln 
zu geben. s 


Der Prozeß, wonach +C aus F(x, y, С) = 0 und BE 


ас 
wird, führt zu einer Gleichung g(x, y)=0, die man später als Dis- 
kriminantengleichung?) bezeichnete und die zur Vereinfachung der Schreib- 
weise von nun an auch so genannt sein mag. Würde die Diskriminanten- 
gleichung einen konstanten Wert C enthalten, so würde sie aufhören, eine 
singuläre Lösung zu sein; sie wäre dann nur ein besonderer Fall des all- 
gemeinen Integrales. Dem Beweise für das 1. Theorem von LAGRANGE, der 
in sehr vielen Abhandlungen und Werken, allerdings mehr oder weniger 


= 0 eliminiert 


D Strauch [42. Vorw. УШ.) weist darauf hin, daß das Wort Variation in der 
Analysis schon in anderer Bedeutung verbraucht ist, und hat deshalb das Wort 
Mutation vorgeschlagen. 2) Lagrange [19], p. 199—206; [25] Leg. 14. °) Die 
Bezeichnung „Diskriminante einer Gleichung“ findet sich zuerst bei SYLVESTER 
(Phil. Mag. 1851, I, p. 406), der Ausdruck ,,Diskriminantenort“ (discriminant- 
locus) bei Carrey [53]. 
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modifiziert, wieder erscheint, haftet ein Mangel an: Man sieht zwar ein, daf 
man auf dem von LAGRANGE angegebenen Wege zu neuen singulüren Lö- 
sungen gelangen kann, aber man erhält nicht die Sicherheit, daß auch alle 
singulüren Lósungen der gefundenen Bedingungsgleichung notwendig genügen 
müssen, wie es tatsächlich der Fall ist. Cart Ѕонмірт!) findet überdies 
einen SchluB, den LAGRANGE in seinem Beweise ausführt, als nicht ganz 
gerechtfertigt. Nach LAGRANGE erscheint es für ganz selbstverständlich, daß 
jeder von z abhängige Wert der Integrationskonstante C, welcher die Lösung 
F(x,y,C) = 0 wiederum in eine Lösung der gegebenen Differential- 


gleichung f (s, y, y) = 0 überführt, notwendig der Bedingung o =0 


genüge. Dieser Satz ist indessen, wie ApoLr Mayer?) 1890 darlegt, durch- 
aus nieht allgemein gültig, vielmehr selbst dann, wenn man sich auf reelle 
Werte von C beschränkt, an sehr enge Grenzen gebunden und außerhalb 
derselben gibt es sogar unendlich viele von х abhängige Werte der will- 
kürlichen Konstante C, welche ebenfalls die vollständige Lósung in eine 
Lósung der Differentialgleichung transformieren. 


B. Ableitung der singulüren Lósung aus der Differential- 
gleichung. 

LAGRANGE hat auch das Problem behandelt, die singuläre Lósung un- 
mittelbar aus der Differentialgleichung selbst zu finden?), und hat die gleiche 
Regel, die LAPLACE schon für die explizite Form der Gleichung gefunden, 
durch eine äußerst interessante Betrachtung auch für die implizite Form 
aufgestellt. Seiner Ableitung liegt der Gedanke zugrunde, daß eine Diffe- 
rentialgleichung von der ersten Ordnung zwischen zwei Variabeln eine 
singuläre Lösung zuläßt, wenn man diese Gleichung immer in eine solche 
Form bringen kann, daß ihre Abgeleitete sich in zwei Faktoren zerlegt. 


Der eine dieser Faktoren gibt dadurch, daB man 45 aus ihm und der 


Differentialgleichung eliminiert, die singuläre Lösung. Der andere liefert 
das allgemeine Integral, eine „Bemerkung, die bisher noch nicht gemacht 
worden war .*) LaGraxGE geht dabei von dem im 1. Theorem aufgestellten 
Fundamentalprinzip der singulüren Lüsungen aus. 

Es sei die Differentialgleiehung v = f(x, y, y) = 0, die ihrer Natur 
nach das Resultat der Elimination der Konstante C zwischen der jetzt 
unbekannten Gleichung и = F(z, y, C) = О des allgemeinen Integrales 


und deren ersten Abgeleiteten 55 = 0 ist. Denkt man sich nun die Коп- 


1) Scaminr [80], p. 2. 2) Mayer [93]. *) Lasrange [19], p. 206—219; 
[25], Leg. 15. 1) Lagrange [25], Lee 15, $ 182. 
ү 24* 
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stante C aus A = 0 entwickelt und in die Gleichung u = О substituiert, 

so läßt sich. die gegebene Differentialgleichung v = 0, wenn man den aus 

x gefundenen Wert von C durch p(t, у, y’) bezeichnet, durch 
v—F[nyo(nwy)) = 0 

ausdrücken. Die erste Ableitung dieser letzten Gleichung ist, wenn (x, y, y') 

durch ф abgekürzt wird, 


dv _ eus Ф) 4. dF(x,y,p) dp!) _ 
da dg dr 9, 
d , x аЕ(2,у,Ф) u x ; : 
а ф nur von 2, y, у abhängt. X DIEN. ist identisch Null, also reduziert 


sich die Gleichung auf 


dF(r.y,q) dp m. 
EE К, dz 
die in 
d F(x,y, $) AU Nc Ze o 


dg da 


zerfällt. Die zweite Gleichung führt zum allgemeinen Integral, also ist nur 
noch die erste von Interesse. Eliminiert man daher y' zwischen 
d F(x,y, 9) 
nd und v=—F(x,y,q)=0, 
so erhält man eine Gleichung zwischen x und y allein, ohne Konstante. Nun 
ist aber diese Elimination von a nichts anderes, als wenn man Ф selbst 
weggeschafft hätte, weil nur ф allein die Größe y’ enthält; die entstehende 
Gleichung zwischen x, y, ohne Konstante, ist daher das Endresultat der 


nee _ 0. Da es aber bei 
аф 


der Elimination gleichgültig ist, ob ф veränderlich ist oder nicht, so ist 
das hier auftretende Eliminationsprodukt identisch mit der nach dem 
I. Theorem erhaltenen singulüren Lósung. Dieses seit LAGRANGE nun all- 
gemein bekannte IL Theorem zur Auffindung der singulüren Lósungen hat 
man in folgende Form gebracht: Man findet die singulüren Lösungen einer 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln, indem man 
von allen Lösungen, welche der Eliminationsprozeß von y aus f(x, y, У) = 0 

d 4[@, y, y) 

dy 


Elimination von ф aus F(z,y,g) = 0, 


= 0 ergibt, diejenigen auswühlt, welche die Differential- 


1) Houra [36], р. 989 bemerkt, daß SE die Summe 77 19 2947 darstellt, 


und es könnten kompliziertere Fälle eintreten als geprüft Was 2 sind, in welchen 
Fällen die nachfolgenden Auseinandersetzungen nieht mehr genügend erscheinen. 


http://rcin.org.pl 


Die drei f. d. Existenz d. singulüren Lösungen notw. Bedingungsgleichungen. 353 


gleichung befriedigen, ohne gleichzeitig dem allgemeinen Integrale Genüge 
zu leisten. 
Es ist hier zu erwähnen, daß Houram!) mit Unrecht LEGENDRE die Ent- 


deckung der Gleichung i ; = 0 zugeschrieben hat. LEGENDRES Ableitung?) 


aus dem Jahre 1790 von diesem II. Theorem LAGRANGES basiert ganz 
zweifellos auf der von LAGRANGE 1774 gegebenen Auseinandersetzung. 


C. Die drei für die Existenz der singulüren Lósungen 
notwendigen Bedingungsgleichungen. 


Wir kommen zunächst noch zum Inhalte des dritten Abschnittes der 
ersten Arbeit von LaGrange?), in welchem die geometrische Natur der 
singulären Lösungen einer Untersuchung unterzogen wird. Nach den bis- 
herigen Ergebnissen „blieb es nur noch übrig, die Verbindung der singu- 
lären und vollständigen Integrale und der durch diese und jene ausgedrückten 
Kurven zu finden“.*) LAGRANGE erkannte, daß die Erledigung der Frage 
der singulären Lösungen sicherlich durch eine eingehendere Betrachtung des 
Integralkurvensystems näher gebracht werden müßte, da letzteres ein an- 
schaulicheres Bild über den vorliegenden Gegenstand bringen würde, als die 
Differentialgleichung selbst. Es gelang ihm, die tangierende Eigenschaft 
der Kurve der singulären Lösung an die unendlich vielen partikulären 
Integralkurven, die durch die verschiedenen Werte des konstanten Para- 
meters im allgemeinen Integrale bestimmt werden, festzustellen, und er erwarb 
sich dadurch das große Verdienst, den allgemeinen geometrischen Zusammen- 
hang zwischen dem singulären und allgemeinen Integrale entdeckt zu haben. 
Daß die singuläre Lösung zugleich Enveloppe der partikulären Kurven des 
Integralkurvensystems darstellt, führt LaGrange mit folgenden Worten?) 
aus: Jede Differentialgleichung der ersten Ordnung stellt zuerst eine un- 
endliche Anzahl von Kurven von derselben Art dar, die sich untereinander 
nur um den Wert der beliebigen Konstanten unterscheiden, welche an Stelle 
des Parameters getreten ist; dann zweitens stellt diese Gleichung noch die 
Kurve dar, welche alle erwähnten Kurven berührt, so daß man die berührten 
Kurven und auch die berührende Kurve als eine einzige Kurve ansehen kann, 
die eine unendliche Zahl von Zweigen (infinité de branches) besitzt. So 
wird es in jedem Punkt der berührenden Kurve zwei Zweige geben, welche 
sich in diesem Punkte begegnen und eine gemeinsame Tangente besitzen. 


D Houram [36], p. 1025, 1027. *) LEGEnDRE [22], p. 219. *) LAGRANGE 


[19], p. 219—225; [25], Leg. 16. +) Lacraner [25], Leg. 17, $ 253, Oeuvres, 
Bd. 10, p. 267. 5) Lacrange [19], p. 221; Oeuvres, Bd. 4, p. 39; [25], $ 237—240. 
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Der eine Zweig ist die berührende Kurve selbst und der andere ist die 
Kurve, welche sie in jenem näm chen Punkte berührt. 

Zu den bisher bekannten beiden Haupteigenschaften der singulüren 
Lösungen, nämlich, daß sie erstens die Differentialgleichung befriedigen 
müssen und zweitens nicht durch eine passende Annahme der beliebigen 
Konstanten im allgemeinen Integrale erhalten werden können, hat LAGRANGE 
hier noch die weitere gefunden, daß die singulären Lösungen wenigstens 


zwei der reellen Werte von welche die Differentialgleichung befrie- 


digen, gleich machen müssen. 
LAGRANGE folgerte auf Grund der vorhergehenden Betrachtung weiter, 


daß jedem Wert von = ein doppelter Wert von 


d'y 
dei 
gelangte so zu einem Kriterium!) für die Existenz der singulüren Lósungen, 
das seinem Grundgedanken nach von LarLace stammen TO ne unten!): 


entsprechen muß; er 


Eine singuläre Lösung veranlaßt den allgemeinen Wert von hergeleitet 


а a , 
aus der (in impliziter Form gegebenen) Differentialgleichung den unbe- 


stimmten Wert 3 anzunehmen, also eine zweideutige Bedingung, die trotz 


ihres wenigstens teilweisen Unbestimmtwerdens als notwendiges Kriterium 
für die singulären Lösungen angenommen worden ist. Diese Zweideutigkeit 
ist augenscheinlich nur ein Ausdruck für die Tatsache, daß die Berührung 
einer Kurve der vollständigen Lösung und derjenigen der singulären Lösung 
nicht von der zweiten Ordnung ist. 
Nach Tremster?) soll LapLace diejenige Funktion als singuläre 
2 
Lösung erkannt haben, die Zähler und Nenner des Ausdruckes für id 
verschwinden macht; doch gleichzeitig zeigt TREMbBLEY an der Hand der 
Differentialgleichung EE 
тау = dryy!—a, 
daB die Regel nicht immer richtig ist, denn y = х, welches 


d'y уйу суйш) H 
ах? ` (y? — т?) M 
macht, ist hier gar keine Lüsung der Differentialgleichung. 
LAGRANGE benutzte dieses Kriterium, um eine sehr einfache Methode 


1) Lasrange [19], Art. 2; [25], p. 220; eine Ableitung findet sich auch bei 
Boore [40а], p. 165; Branpes (Höh. Geom. in analyt. Darst. 1824. 2. Teil, 
5. Abschn.) gibt eine geometrische Interpretation des Lacraxceschen Kriteriums. 

2) TREMBLEY [21] p. 7. 
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zur Herleitung der singulären Lösungen zu geben!), und hat dabei eine Ent- 
deckung gemacht, die leider nicht so berücksichtigt worden ist, wie sie es 
verdient hütte. Ist die i d od: v = f(x,7,y°) = О gegeben, so 


T A dv dv d'y dv dv 
ist ihre Abgeleitete QU 2 E 2,9, und daraus Zr а KO 
dr 422 


Nun ist aber, wie LacraxGe für die singulüren Lösungen schon vorher?) 


bewiesen hat, einzeln z = 0 und E — 0. In diesem Falle ist also 


aa 
d'y 0 3 
da — Q^ woraus folgende Regel resultiert: Man suche durch Differentiation 


D 
der gegebenen Differentialgleichung den Wert von SR und setze ihn gleich 


dy 
У, ах’ 
welche wiederum zwei Gleichungen zwischen x und y geben, wenn man sie 


Null durch Null, so erhält man zwei Gleichungen zwischen 7, 


mit der gegebenen Differentialgleichung zur Elimination von 2 verbindet. 


Haben die letzten Gleichungen einen gemeinsamen Faktor, so ist derselbe 
die singuläre Lösung der Differentialgleichung. 


Anscheinend soll bei der von LAGRANGE gegebenen Untersuchung е 


die Ableitung von v nach x, überall wo x außerhalb “y vorkommt, bedeuten. 


Wenn nun LAGRANGE auch die Größe y als Funktion von x aufgefaßt hat, 


df |, df 
re dy Sch 


zu erkennen, deren Bedeutung für die singulüren Lüsungen ak seit DARBOUX 
allgemein bekannt wurde. Von Interesse dürfte auch LacGmawGEs Schreib- 
weise solcher Gleichungen in seinen Leçons sur la théorie des fonctions (vgl. 
die Ausgabe seiner gesammelten Werke?): f(y) = О und f(x,y) = О sein. 

Man sieht also schon 1806 bei LacnawaE das wichtige Resultat auf- 
treten, auf das 1849 Courxor?) und 1865 Srraucn‘) wieder zu sprechen 
kommen und das 1873 von DarBoux®) auf neuem Wege abermals gefunden 
wurde, daB nümlich drei Bedingungsgleichungen zur Aufsuchung der singulüren 
Lösungen nötig sind. Courxor gab zuerst die präzise Formulierung der 
dritten Bedingungsgleichung, die Houram®) in seiner großen Arbeit wieder- 
bringt, ohne jedoch von ihrer Wichtigkeit etwas zu ahnen, er behandelte 


wie es auch sein muß, so ist in tx = 0 die Gleichung 7 


1) Lagrange [25] $ 191; Oeuvres Bd. 10, p. 204. °) A. а. О. $ 189; Oeuvres 
Bd. 10. p. 203. D Courxor [28] $ 476. *) Strauch [42] p. 36. °) Darsoux 
s. S. 384; Paxcevé schreibt irrtümlich Cavcuv die Entdeckung der dritten Be- 
dingungsgleichung zu (Encykl. d. math. Wiss. II, A. 4a, p. 213, Anm. 85). 

5) Houras [36]. 
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sie vielmehr als etwas ganz Nebensächliches. Воот!) hat 1865, anscheinend 

ohne Courxorts und Horass Arbeiten zu kennen, einen strengen Beweis 
2 

für zr = a" gegeben, nimmt aber auch keine Rücksicht auf die Folgerung 

von LAGRANGE, daraus einen Weg zur Auffindung der singulüren Lósungen 

abzuleiten. 


D. Verschiedene Probleme von LAGRANGE in bezug auf die sin- 
gulären Lósungen. 


LaaRANGE?) untersuchte 1806 auch eine Gattung von Gleichungen, 
welche notwendig eine singulüre Lüsung besitzen. Die Integrationsmethode, 
deren LAGRANGE sich hier bedient, kommt auf eine Kenntnis einer Berührungs- 
transformation hinaus. LAGRANGE führt aus, daß die singulüren Lösungen, 
obwohl sie weniger allgemein, als die vollstándigen Integrale, weil sie keine 
willkürliche Konstante haben, auf der anderen Seite wieder allgemeiner sind 
als die letzteren, da ein und dieselbe singulüre Lósung einer unendlichen 
Menge von Differentialgleichungen Genüge leisten kann. LAGRANGE behandelte 
die Probleme: die Differentialgleichung zu einer singulüren Lösung zu finden; 
ferner Differentialgleichungen aufzustellen, welche immer singulüre Lósungen 
besitzen; und schließlich die singuläre Lösung aus dem vollständigen Inte- 
grale zu finden, ohne die Konstanten zu entwickeln. Nur auf die erste 
Aufgabe sei im folgenden näher eingegangen. 

Es sei u = F(x, y, a, b) = 0?) eine Gleichung zwischen z, y und den 
Konstanten a, b, wobei die eine Konstante irgendeine Funktion der anderen 
ist, so daß a und b z. B. durch ®(a,b)= О voneinander abhängen; man 


erhült die Differentialgleichuug zu w — 0, wenn man die beiden Konstanten 


zwischen u = 0, = = 0 und ®(a,b)= 0 eliminiert. Nimmt man also 


die beiden Werte für а und b aus den Gleichungen u = 0, ze = 0), be- 


zeichnet sie durch [a =] g(z,y,y ) und [b =] v(z,y, y) und substituiert 
sie in die Bedingungsgleichung Ф(а, b) = О, so erhält man die Differential- 
gleichung Ф(ф, y) = 0, wenn man der Kürze wegen wie LAGRANGE nur oe 
und y statt ein, y, у) und y(x, y, у) schreibt. 

Jeder Wert von y in x, welcher der Gleichung die, v) = О genügt, 
während g und y nicht konstante Größen sind, ist also im allgemeinen 
Integral der Differentialgleichung nicht enthalten und folglich eine singulüre 
Lösung, weil, wie OnELLES) dazu bemerkt, die singulüre Lösung diejenige 


1) Boore [40а] p. 180 (4. Ausg. 1877). D LaanaxaE [25] Lec. 16; Oeuvres 
Bd. 10, p. 220#. 3) A. а. О. $ 208. *) CeeLLe [25] Bd. 2, р. 529. 
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sein wird, für welche a und b veründerliche Werte haben, die zu finden 
der Gegenstand der Aufgabe war. LAGRANGE weist dann von einer Glei- 


chung y = D (e), wo D(x) eine gegebene Funktion von x ist, nach, daß 
sie der Gleichung die, y) = О genügt, und deshalb singuläre Lösung sein 
muß, die nicht im allgemeinen Integrale enthalten ist. 

Mit dieser bemerkenswerten Klasse von Differentialgleichungen be- 
schäftigte sich später SERRET!), welcher auch diese Lasrangesche Unter- 
suchung verwendet hat?) um die CLamaursche Gleichung zu lösen. ` Las?) 
zeigte, daß es sich bei dem von LAGRANGE erörterten Problem darum handle, 
eine Berührungstransformation der Ebene zu finden, durch welche eine 
Differentialgleichung auf die Form F(g, y) = О gebracht wird. Wenn auch 
der Begriff Berührungstransformation bei LAGRANGE noch nicht vorkommt, 
so ist doch Іле der Ansicht, daß durch solche spezielle Untersuchungen die 
allgemeine Theorie der Berührungstransformationen vorbereitet worden war; 
man braucht auch LaAcRANGEs Ausführungen nur wenig hinzuzufügen, um 
den Ausgangspunkt für die geometrische Theorie der Berührungstrans- 
formationen der Ebene zu gewinnen.‘) 

LAGRANGE behandelte auch schon in seiner Théorie des fonctions analyt.*) 
1797 die singulüren Lósungen, doch sind seine Untersuchungen noch etwas 
undeutlich und verwickelt. CnELLES) urteilt über die dortige Behandlungs- 
weise der Theorie der singulüren Lósungen mit folgenden Worten: Alle die 
im 9. Abschnitt ausgeführten Partikularitäten erläutern den Gegenstand 
wenig und lassen ihn noch so dunkel, daß man sogar an der Existenz der 
singulären Lösungen gezweifelt hat. 

Fassen wir nun zusammen, was LAGRANGE auf dem Gebiete unserer 
Theorie in den Bereich seiner Untersuchungen gezogen hat, so müssen wir 
sagen, daß er größtenteils alles das schon erörtert hat, was wir heute noch 
als das Wesentlichste der Theorie der singulären Lösungen der Differential- 
gleichungen von der ersten Ordnung mit zwei veränderlichen Größen nennen. 
LAGRANGE hatte mit großem Erfolge auf den Grundlagen weiter gearbeitet, 
die ihm CLAIRAUT, Eurer und LapLace gegeben haben. Wenn auch die 
Arbeiten von LAGRANGE noch mancher Ergänzungen bedurften, welche die 
spätere Zeit auch brachte, so kann man immerhin mit De MORGAN sagen, 
daß er „at least a considerable moment of truth“, einen beträchtlichen Teil 
von wahren Tatsachen gegeben hat. Vor ihm waren die Arbeiten und 
Resultate, die in bezug auf die singulären Lösungen erzielt worden waren, 


1) Беккет, J. de Math. pure et appl. Bd. 18. D Benner [111] Ausg. 1885, 
р. 57. ° Lix-Exazrs, Transformationsgruppen. 1881. Bd. 2, p. 31—33. *) Luz, 
a. а. O., p. 17. "Lenger [24], Oeuvres 9. °) CRELLE [25], Bd. 1, p. 293. 
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ganz vereinzelt und zusammenhangslos; die Wissenschaft hatte keinen allzu 
großen Nutzen. LAGRANGE war es wieder, der die bisher gefundenen Theoreme 
zu einer vollständigen Theorie organisierte, die, verbessert und weiter aus- 
geführt, als der Mittelpunkt der vielen Arbeiten auf dem Gebiet der sin- 
gulären Lösungen anzusehen ist. Es mag hier noch ein Urteil CnELLEs!) 
aus dem Jahre 1823 über die in den Leçons dargelegte Theorie angeführt 
sein: „Der große Analyst klärt einen Gegenstand auf, der, obgleich er nicht 
neu ist, doch bis auf ihn noch ziemlich im Dunkel lag. Man sieht (aus 
der Darlegung der entwickelten Sätze), wie LaGranGEs Bescheidenheit ihm 
kaum erlaubt, sich auch nur einen kleinen Teil des Verdienstes um den 
Gegenstand zuzugestehen. Sein Verdienst ist aber unstreitig größer; denn 
hätte LAGRANGE auch selbst gar nichts Neues zu dieser Theorie hinzugefügt, 
so bliebe ihm dennoch das Verdienst, sie erläutert und ins Klare gebracht 
zu haben, und dieses Verdienst kann ebenso groß sein, wie dasjenige neuer 
Erfindungen.“ Ein treffenderes Urteil konnte dem großen LAGRANGE von 
berufener Seite nicht zuteil werden. 


VI. Kapitel. 


Geschichtliche Bemerkungen über die Enveloppen. 


Seit LAGRANGE war es nun bekannt, daß eine Beziehung der singulären 
Lösungen von Differentialgleichungen und der Enveloppentheorie besteht. 
Es dürfte daher jetzt von Interesse sein, auch auf die Entwicklungsgeschichte 
*der Enveloppentheorie bis zum ersten Auftreten der singulären Lösungen 
einen kurzen Blick zu werfen; wir werden dabei sehen, wie schon LEIBNIZ 
und JOHANN BERxOULLI über hundert Jahre vor LaGraxGe bei Unter- 
suchungen von Enveloppen den singulären Lösungen nahe gekommen sind. 

Die Theorie der Enveloppen ist zuerst mit den Abhandlungen von 
Huvgens?) über die Evoluten und mit denjenigen über Caustica von 
TSCHIRNHAUSEN Î) begründet worden. Diese Mathematiker begnügten sich 
indessen, nur ganz vereinzelte Fälle von Bewegungen von geraden Linien 
geometrisch zu behandeln. Die erste Andeutung über den wahren Begriff 
einer einhüllenden Kurve finden wir bereits bei ToRrICELLI im Jahre 1644 
in dessen mathematischem Sammelwerk Opera geometrica. Farro DE DUILLIER 
gebührt das Verdienst, zuerst die Veranlassung gegeben zu haben zu Lö- 


1) Свыше [25], Bd. 2, p. 616. 2) Hvxozss [1]. 3) TsCHIRNHAUSEN [2]. 
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sungen von Aufgaben, die vom geometrischen Ort der Berührungspunkte je 
zweier unendlich nahe liegender umhüllter Kurven handeln. Er legte Jo- 
HANN BERNOULLI verschiedene Probleme vor, die jener auch löste, wenn auch 
nicht nach einer allgemeinen Methode.) Es fand Вккхошлл die Enveloppe 
einer Schar von parabolisehen Kurven, die durch ein GeschoB, das mit ge- 
gebener Anfangsgeschwindigkeit von einem bestimmten Punkte abgefeuert 
wurde, jedoch unter verschiedenen Elevationswinkeln, entstehen. Trotz dieser 
ersten Lösung eines Problems mit einer einhüllenden Kurve von JOHANN 
BERNOULLI muß man doch die Priorität, den Begriff der Enveloppe in die 
Geometrie eingeführt zu haben, Lersxız zuschreiben. Lersniz stellte auch 
eine allgemeine Methode für die Lósung von Aufgaben von der erwühnten 
Art auf. Bereits im Jahre 1692 gibt er?) klar die Definition der Enve- 
loppe als des Ortes der Durchschnittspunkte für je zwei nächste Linien 
an (proximae lineae, id est infinitisme differentes, seu infinite parvam habentes 
distantiam). Jedoch erst 1694 gibt Leissız?) den Weg an, diejenigen 
Kurven zu finden, die durch ein fortwührendes Verschneiden von einer un- 
endlichen Anzahl von Kurven entstanden sind. Diese unendlich vielen 
Kurven müssen dureh eine einzige Gleichung dargestellt sein, die einen 
Parameter enthalten muß. Wenn z. B. die Gleichung einer Kurve mit den 
beiden veründerlichen GróBen z und y und den Parametern a, b gegeben 
ist, so muB man nach einem von beiden Parametern, wührend der andere 
als konstant betrachtet wird, differentiieren*), um zur Gleichung der Be- 
rührungslinie zu gelangen (opus est aequationem eius curvae differentiare). 
Dureh die Differentiation wird eine neue Gleichung erhalten, die einen Wert 
des Parameters als Funktion der Koordinaten liefert und dieser Wert, in 
die vorgelegte Gleichung substituiert, gibt sofort die Gleichung der gesuchten 
Kurve. 

Wir sehen, mit welch bewunderungswürdiger Klarheit und Einfachheit 
Less das Problem gelöst hat.  LErswiz suchte nun die Kurve zu finden, 
die durch aufeinanderfolgende Durchschnitte einer unendlichen Anzahl von 
Kreisen (concursus circulorum 9), die ihre Mittelpunkte auf einer Achse haben, 
entstanden ist. Bei der Aufgabe war die Bedingung gegeben, daB die Nor- 
malen der entstehenden Kurven, hier die Halbmesser der Kreise, eine zu 
den entsprechenden Teilen der Achse gegebene Relation besitzen; es kommen 
dabei die Abschnitte in Betracht, die zwischen dem Anfangspunkt der Ab- 
szissen und Normalen liegen: 


1) Brief vom 28. Sept. 1694 von Jon. BERKOULLI an Leissız. D Leissız [3]. 
3) Lerexiz [5], p. 314—315. `4) Moxrucza bemerkt in seiner Hist. des math. 
Paris, Bd. 3, p. 331, daB Bossur zuerst eine solche Differentiation nach einem Para- 
meter vorgenommen hat. 5) Lerssız [3], p. 169. 5) Lens [5], p. 314. . 
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Die Gleichung eines Kreises sei 
а + у + D = 250 + 0, 

worin 2, у die Koordinaten der Kreispunkte, с die Abszisse zum Kreis- 
mittelpunkt und b Länge des Radius sind. Diese Gleichung liefert c als 
Funktion von x, y und es bleibt nur noch übrig, den Parameter b zu be- 
stimmen. Die erhaltene Gleichung wird dann diejenige der Kurven sein, 
die durch sukzessives Durchschneiden aller Kreise gebildet wird und folglich 
die geforderte Eigenschaft besitzt. LEIBNIZ nimmt an, daß die Gleichung 
c! = a- b diejenige einer Parabel sei, wo a eine ganz bestimmte Konstante 
darstellt. Die Kreisgleichung!) wird nun 


a? + y? — 2xb +b — ab = 0. à 
Läßt man b allein variieren, so erhält man durch Differentiation nach b 
die Gleichung 2bdb = 2xdb + adb, und daraus b = x + S durch Ver- 


schwinden von db. Lermwxiz bemerkt hier, daß diese Rechnung im Fall 
eines einzigen Differentials in der Wirklichkeit mit der alten Methode der 
Maxima und Minima von ЕЕвмАт, die von HUDDEN erweitert wurde, über- 
einstimmt. Die Substitution des Wertes von b in die frühere Gleichung 


liefert eine Apollonische Parabel y? — az + n 


als gesuchte Kurve. 


LAGRANGE bemerkt zu dieser Lösung, daß LEIBNIZ merkwürdiger- 
weise gar nicht berücksichtigt hat, daB sein Resultat keine beliebige Kon- 
stante in der Gleichung der Kurve zuläßt, während es klar ist, daß das 
Problem zu einer Differentialgleichung führt, deren Integral durch Ein- 
führen einer beliebigen Konstante nicht vollständig sein kann. Die von 
Leisnız gefundene Gleichung ist in der Tat eine singuläre Lösung, aus- 
gedrückt durch die Parabelgleichung.?) 

JOHANN BEENOULLI wurde durch das von Leısxız gelöste Problem ver- 
anlaßt, sich näher mit dieser Frage zu beschäftigen.) Er kommt bei seinen 
Untersuchungen zu demselben Resultat wie LErBNIz, wenn auch auf anderem 
Wege. Indem er nämlich zwei unendlich nahe Normalen betrachtet, be- 
obachtet er, daß der unendlich kleine Zuwachs der Normalen sich verhält 
zum Zuwachs des der Normalen entsprechenden Teiles der Achse wie der 
Teil der Achse zwischen der Ordinate und der Normale zu der Normale 
selbst. Wenn b und c die nümliche Bedeutung wie in der obigen Aufgabe 


haben, so ist 
db _c—x 
devo E 2и 


1) Schreibweise von Lessz. *) LAGRANGE [25], 8235. ®) Јон. BERNOULLI [4]. 
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Durch Betrachtung des Dreiecks, in welchem b Hypotenuse, y und c — x 
Katheten sind, erhült man 


+ (c — =)? = 07; 


*aus den bisher erhaltenen Gleichungen gewinnt man 


bdb PETI 
A IM ED CUN 


Die Bedingungen des Problems geben b als Funktion von с, 7, у und durch 
Elimination dieser Größe wird man die Gleichung der gesuchten Kurve er- 
halten. Es sei deshalb b? = ac gesetzt; daraus 


Durch Substitution der beiden letzten Werte in die Ausdrücke für x und y 
erhält man 


a Na > 
а аа VE у= ЖОЕ 


woraus die Elimination von с zur Parabelgleichung 


s a 
nd EE? 


führt, die schon Lersxiz gefunden hatte. 

Bei der Art, wie BERNOULLI die Aufgabe löste, muß man mit La- 
GRANGE!) verwundert sein, daB Bernöurtı nicht gemerkt hat, daß dieses 
Problem wesentlich zur inversen Methode der Tangenten gehört, die ein 
Verfahren angibt, aus gegebenen Eigenschaften der Berührenden an eine 
Kurve oder der Normalen die Gleichung für die Kurve selbst zu finden; 
folglich müßte die allgemeine Lösung von einer Integration abhängen, 
welche notwendig eine beliebige Konstante in die Gleichung zwischen x, y 
einführen mußte; dieses Übersehen BerNouLcis muß um so mehr über- 
raschen, als er in den dieser Aufgabe vorangehenden Abschnitten seiner 
Leçons de Calcul integral die Differentialausdrücke der Normalen und 
Subnormalen gegeben hat und das vorliegende Problem nur darin besteht, 
zwischen diesen Größen ein bestimmtes Verhältnis einzuführen. Leısnız 
und BERNOULLI gaben sich keine Rechenschaft über die Natur und Aus- 
dehnung ihres gefundenen Integrales. Die Sorge, die sie anwendeten, um 
die Integration zu vermeiden, wenn dies möglich ist, führte sie dazu, sich 
mit den unvollständigen Lösungen zu begnügen. Ebenso wie Leviz hatte 
auch BERNOULLI keine Ahnung, welche Widersprüche ihre Lösungen mit 


1) Lagrange [25], Lec. 17, Oeuvres X, p. 251. 
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den Prinzipien der Differentialgleighungen darstellen; trotzdem können aber 
die erwähnten Lösungen als erste Beispiele von singulären Lösungen ange- 
sehen werden.) LaGRAnGE?) gab dann auch einen ausführlichen Nachweis, 
daB die Probleme von Lerexiz und BERNOULLI auf singulüre Lösungen der 


Differentialgleichung f(x + уу, y V1 +y”) führen müssen. 


ҮП. Kapitel. 


Aufsuehung von Merkmalen zur Unterscheidung der partikulären 
oder singulären Natur eines Integrales einer Differentialgleichung. 


$1. Beziehungen des EULERschen Multiplikators zu den 
singulüren Lósungen.?) 


Das Bestreben der Verfasser aller direkt nach LAGRANGE erscheinenden 
Arbeiten über die singulüren Lósungen liegt in der Aufsuchung von Merk- 
malen, durch welche man die singulüren Lüsungen von den partikulüren 
Integralen unterscheiden könnte. Dabei interessierte man sich ganz be- 
sonders für die Frage: Woher kommen eigentlich die singulüren Lósungen? 
Die Beantwortung derselben führte auf immerhin sehr geistreiche Unter- 
suchungen, die jedoch direkt für die Theorie der singulüren Lósungen in 
keiner Weise eine Förderung brachten. LEGENDRE®), dessen Abhandlung 
von 1790 sonst nur wenig Neues für unseren Gegenstand brachte, regte 
dieselben durch folgende Aufgabe an, mit der sich auch Larracz beschäftigt 


hatte: Die Gleichung zdz + ydy = dyVa? + y? — a? sollte so vorbereitet 
werden, daB die singulüre Lósung als algebraischer Faktor erscheint. Dazu 


genügt es nach LEGENDRE V? + y? — a? = u zu setzen, woraus 
тах + ydy = ийи, 


weil durch diese beiden Werte die vorgelegte Differentialgleichung sich in 
ийи — udy = О ändert. Durch Weglassen des Faktors и wird sie dann 
du — dy = О und diese neue Gleichung wird nicht mehr durch «= 0 be- 
friedigt werden, d. h. LEGENDRE hat die Differentialgleichung so trans- 


D Pazevé (siehe Anm. 5, S. 355), p. 213 sagt: Der Begriff des singulüren 
Integrales ist Lersxız nicht entgangen; diese Bemerkung dürfte also nicht ganz 
richtig sein. ?) LacnaxaE [25], $ 242; Oeuvres, Bd. 10, р. 253. *) Siehe 
bereits bei Coxporcer, S. 340—341 und Larr;cz S. 346. 4) LEGENDRE [22], p. 226. 
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formiert, daß dieselbe keine singulüre Lösung mehr enthält. Durch dieses 
Beispiel wurde Poıssox zur Verallgemeinerung dieser Hypothese mit be- 
stimmter Form der Differentialgleichung angeregt. 

Poissox hebt 1806 hervor, daß man sich nur dann überzeugen kann, 
ob man eine gefundene singulüre Lósung nicht auf das allgemeine Integral 
zurückführen kann, wenn dasselbe gegeben vorliegt. Da dies in den wenigsten 
Fällen eintritt, setzt Porssow in seinen Untersuchungen!) das allgemeine In- 
tegral der Differentialgleichung nicht voraus, sondern beschäftigt sich haupt- 
sächlich mit der Differentialgleichung selbst, die er, von dem Eurerschen 
Kriterium ausgehend, an LEGENDRES Gedankengang anschließend, so umzu- 
transformieren weiB, daB dieselbe in zwei Faktoren zerfüllt, von denen der 
algebraische Faktor, gleich Null gesetzt, die Gleichung der singulüren Lósung 
darstellen muB, wübrend nach Unterdrückung des betreffenden Faktors die 
transformierte Gleichung keine singulüre Lósung mehr besitzt. Andererseits 
gab Porssow durch eine passende Umkehrung die reziproke Regel, um eine 
vorgelegte Differentialgleichung so zu verwandeln, daB dieselbe eine beliebige 
singuläre Lösung in sich schließen muß. Poisson leitete sein Verfahren 
aus analytischen Betrachtungen ab, die wegen der Anwendung von Reihen, 
die divergent werden können, einigen Schwierigkeiten unterliegen, welche 
erst durch Cavcuv behoben wurden.) Es sei nur kurz erwähnt, daß 
Boore?) in Porssoxs Beweis der zitierten Regel das wesentlich findet, daß 


die transformierte Form = = Z - y(x, z) ist, in welcher y(x, 2) weder 


verschwindet noch unendlich wird, wenn z = О die singuläre Lösung ist, 


während die Funktion Z und d u beide mit z verschwinden. In einem 
0 


längeren Zusatz) zu seiner Abhandlung versuchte Poisson eine geometrische 
Interpretation zu geben, aus der man ersehen sollte, wie man in eine Diffe- 
rentialgleichung eine singuläre Lösung einführen und verschwinden lassen 
kann. Poıssox zeigt schließlich auch noch den Weg, den man gehen muß, 
um eine Transformation zu finden, welche eine noch unbekannte singuläre 
Lösung von der Differentialgleichung trennt. Es scheint übrigens, daß 
Poıssox dieser Transformation von Differentialgleichungen zuviel Bedeutung 
im eventuellen Gebrauch in der Integralrechnung zugeschrieben hat, außerdem 
glaubte er fülschlicherweise, daß sie dazu geeignet wäre, großes und neues 
Licht auf die Natur der singulären Lösungen zu werfen. 


1) Poıssox [26]. 2) Porssows Untersuchungen sind kurz bei Courxor [28], 
5 478—480 dargelegt. 5) Boore [40b], р. 25. *) Porssox [26]. 
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Lacroix!) scheint diese PorssoNschen Untersuchungen als einen ganz 
neuen Vorschlag vorzubringen, worauf CockLE zuerst aufmerksam gemacht 
hat?) Im Gegensatz zu Poisson, der die Differentialgleichungen durch ge- 
eignete Transformationen der variabeln Größen umgeändert hat, war schon 
1799 von LaGraxGe die nümliche Aufgabe auf eine andere Art gelöst 
worden, indem dieser zeigte, daB man auch dureh Differentiation die Zer- 
legung der Differentialgleichung in Faktoren bewerkstelligen kann, von 
denen der eine die singuläre Lösung darstellen soll Houra, der den 
Untersuchungen von LAGRANGE und Porssox in dieser Richtung mehr Gewicht 
und Aufmerksamkeit als sie verdienen entgegengebracht hat?), erklürt aus- 
führlich in einer allgemeinen Bemerkung?) die Wirkungsweise der beiden 
MaBnahmen bei der Einführung und Unterdrückung der singulüren Lósungen 
und leitet zwei Regeln?) zur Aufsuchung der singulären Lösungen ab. 
Cayey?) gibt 1858 die Erklärung, wie diese Faktoren entstanden gedacht 
werden kónnen. Es sei die Gleichung des allgemeinen Integrales 


cn + poni + Ос"-? + EN = 0, 
worin c die beliebige Konstante und P,Q... Funktionen von z,y sind. 
Die Differentialgleichung entsteht dann durch Elimination von с aus der 
vorhergehenden und der derivierten Gleichung 
Peitde? +... = 0 
und das Resultat mag durch F(P,Q.---P',Q'.--)-—0O dargestellt sein. 
Nimmt man nun die Zerlegung der algebraischen Gleichung in ihre linearen 
Faktoren an: 
e Ре" 4 QM +... == (C+ KX) (c+ Ү) (с + 2): :, 


so hat man 
Ps E LEE 7-4... 


о ро ао ЧН 


und folglich 
RB oi E Abus 
Q'=XY+XZ+.. —(Y+IZ+..)X' +... 


Die Differentialgleiehung F — О kann nun durch Substitution dieser 


1) Lacroix [23], p. 309. ?) Goes [71], p. 160. °) Hops [36], p. 1021 
bis 1049. * A. a. O., p. 1046. 5) A. a. O., р. 1047—1049; auch Boore 
beschäftigt sich mit diesen Problemen [40а], p. 177—180; [40b], p. 23—25. 
D Cayey [39]. 
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Werte auf die Form UX'Y'Z'...— 0 gebracht werden, worin U eine 
symmetrische Funktion von X, Y, 7... ist und deshalb nur eine Funktion 
der P,Q-.-.. U= 0 ist folglich die singuläre Lösung. 

Cayey glaubt, daß dieses Absondern der singulüren Lösung, und da- 
her das Auftreten derselben, von einer eigentümlichen Beschaffenheit der 
Differentialgleichung abhängig ist, denn er sagt: Es ist zu bemerken, daß, 
wenn die Wurzeln X, Y, 7... ebenso wie die P, Q · · · rationale und ganze, 
Funktionen sind, die Differentialgleichung U als einen trennbaren, ganzen 
rationalen Faktor enthült, aber wenn die Wurzeln irrational sind, dann be- 
sitzt die Differentialgleichung diesen Faktor U nicht, sondern U X’ Y' Z’... 
ist hier eine unzerlegbare ganze Funktion. 

Auf Grund der Untersuchungen des Verhültnisses eines integrierenden, 
bezw. algebraischen Faktors einer Differentialgleichung zu der singulüren 
Lösung derselben glaubt Lacroix!) die Unterscheidung von zwei Arten von 
singulären Lösungen machen zu müssen: Die einen sind nichts anderes als 
die Faktoren der vorgelegten Differentialgleiehung, in welche dz und dy 
keineswegs eintreten, und daher Relationen zwischen z und y, welche die 
Differentialgleichung identisch befriedigen. Indem man z. B. den gemein- 
samen Faktor der Funktionen M und N sucht, findet man die Lösung 
dieser ersten Art, die der Gleichung Mdz + Ndy = 0 genügt. Die zweite 
Art dieser singulären Lösungen scheint auch mit der Differentialgleichung 
Selbst verbunden zu sein; aber es wird möglich sein, die Differential- 
gleichung so umzuformen, daß diese Lösung sich als ein Faktor abtrennt, 
wie PorssoN und LAGRANGE gezeigt haben. 

Umgekehrt hatte schon TremsLer?) fast gleichzeitig mit LEGENDRE 
die Kenntnis der singulüren Lösungen benutzt, um den Eurerschen Multi- 
plikator zu bestimmen, und hat damit zum erstenmal eine Verwendung 
der singulüren Lüsungen im Gebiet der Analysis selbst gegeben. 

TaEMBLEv sucht von einer Differentialgleichung zuerst die singulüre 
Lósung und partikulüre Integrale, bildet aus denselben ein Produkt, dessen 
Faktoren er mit unbestimmten Koeffizienten ausstattet; den so erhaltenen 
Wert substituiert er in die vorgelegte Differentialgleichung, die dann be- 
stimmte Relationen liefert, mit Hilfe deren die Exponenten der Koeffizienten 
zu bestimmen sind; auf diesem Wege gelangt er zu dem Integrationsfaktor 
selbst. Eines seiner Beispiele wird diese Regel klarer erscheinen lassen. 
Es sei die Differentialgleichung 


ydx — sdy = ny da? + dy? 
oder 


D Lacroix [23] $ 635. *) Твемвікү [21]. 
Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 25 


http://rcin.org.pl 


366 Котнехвеке: Singuläre Lösungen totaler Differentialgleichungen. 


d ) 
da (9 — n’) — (ey En Va x yi т) = 0 


gegeben. Ohne Mühe erkennt man, daß z?— п? = О diese Gleichung be- 
friedigt und a + y — м? = 0 als singuläre Lösung auftritt. Man setzt 
nun g = (2° — nê)? + y? — n°). Der Wert von z wird in 


dz dz dM ах d@M) dien ` 
a Pre te) (aus Ir 4 > ени ) 
substituiert und man erhält für p — — D q = — 1 den integrierenden Faktor 
1 


der Differentialgleichung. 

TREMBLEY gibt im Anschluß an solche Untersuchungen eine Regel, um 
a posteriori singuläre Lösungen zu finden; dieselbe möge gleich an der 
Hand des vorausgehenden Beispiels dargelegt werden. Der Wert eines 
partikulären Integrales wird mit unbestimmten Koeffizienten und Exponenten 
versehen: y = A(x? — n°). Dieser Wert in die gegebene Gleichung sub- 
stituiert, gibt mit alleiniger Beachtung des negativen Zeichens: 


2 Атх(а4— п?) — Az(a? — n°) + ny А?%(х#— te п? O. 


Um diese Gleichung identisch, d. h: unabhängig von 22 — n? zu machen, 
setzt TREMBLEY 2r = 1, nach Division mit Vz? — n? bleibt VA? + 1 = 0 
zurück. Da aber auch nach der Hypothese À = so erhält man 
а? — п 
aus А? 4- 1 = 0 die Gleichung a + y?— п? = 0 als gesuchte singuläre 
Lösung. Wenn der Faktor nicht algebraisch ist, so muß TREMBLEY sein 
Verfahren etwas umändern, worauf hier jedoch nicht weiter eingegangen 
werden soll.) 


$2. CAUCHYS kriterien. 


Auferhalb der chronologischen Reihenfolge wollen wir nun die beachtens- 
werten Beiträge Caucuvs?) für unsere Theorie darlegen, die wir durch 
Vermittlung Моіохоѕ kennen gelernt haben; denn die Ziele, die Cavcnv 


1) In dieser Periode finden wir eine Arbeit von Lémame [27], die sich darauf 
beschränkt, die von Eurer bis Porssow gewonnenen Resultate zusammenzufassen, 
ohne jedoch wesentlich neue Gesichtspunkte zu enthalten. Ноџтліх [36], p. 977 
erwähnt Lémames Abhandlung und zitiert nur ein Urteil von ре Оџурек, Professor 
an der Univ. Lüttich, da er sich dieselbe nicht verschaffen konnte. Ein Exemplar 
findet sich in der Univ.-Bibl. von Gand. D Gens [30] Leg. 29. 
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in bezug auf die singulären Lüsungen verfolgte, müssen mit den Bestrebungen 
Poıssoxs in eine Reihe gestellt werden. Eurer, LAPLACE, LAGRANGE und 
dann vorzugsweise Porssox haben sich nacheinander mit der Untersuchung 
der Merkmale der singulüren Lösungen beschäftigt, vermöge welcher man 
sie unmittelbar aus der gegebenen Differentialgleichung ohne alle Integration 
ableiten kann. Insbesondere haben sie zu beweisen versucht, daB das 
eigentümliche Merkmal der singulüren Lósungen darin bestehe, den Differential- 
ay 
dy 
Eigenschaft ist jedoch nach Caucnuv nicht so allgemein, und zwar wurde 
Cavcnv zu dieser Ansicht geführt, weil die bis dahin bekannten Beweise von 
Reihenentwicklungen abhängig gemacht wurden, deren Konvergenz durch 
nichts bewiesen war und folglich diese Beweise nicht die nótige Strenge 
besaßen, die man verlangen mußte. Слиснү, der eigentliche Begründer der 
Theorie der Konvergenzkriterien unendlicher Reihen, war mit Hilfe derselben 
zu einer strengen Definition des Charakters der singulüren Lósungen und 
zu einer scharfen Trennung derselben von den partikulüren Integralen gelangt. 

Caucuyx zeigte, daB das Larracesche Kriterium notwendig, aber nicht 
hinreichend für die Existenz der singulüren Lüsungen sei, weshalb er noch 
einige Ergünzungsregeln angeben mußte. Dazu mußte er neue Mittel zur 
Unterscheidung der beiden Arten von Integralen ausfindig machen und zwar 
beziehen sich alle auf den Fall, bei welchem das allgemeine Integral nicht 
bekannt ist. Seine neuen Lehrsütze sind die folgenden: 


koeffizienten Null, unendlich oder unbestimmt zu machen. Diese 


I. Um zu entscheiden, ob ein Wert y = F(z) ein partikuläres oder 
singuläres Integral der Differentialgleichung dy = f(x, y)dæ ist, braucht 
man nur zu untersuchen, ob z == 0 ein partikuläres oder singuläres Integral 

“der Differentialgleichung dz = {f [x, F(z) + z] - ls, F(z)]] dz ist.") 

IT. Es seien « und f zwei unendlich kleine Größen, wovon die zweite 
so gewählt ist, daB die Funktion f(x, y) zwischen den Grenzen y = а, y = В 
stets dasselbe Zeichen behält; wenn dann der Wert y = О der Differential- 
gleichung dy = f(x, y)dx als singulüres Integral genügt, so ist das zwischen 
denselben Grenzen in Beziehung auf die Veründerliche y genommene be- 
stimmte Integral 


B 
dy 
€ d f, y) 


selbst eine unendlich kleine Grófe.?) 
In diesem Integral ist x als Konstante anzusehen, es ist auch leicht 


a. а O. p. 445. а.а. O. p. 447. 
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ersichtlich, daß dieses von Caucmy gegebene Theorem zu den Gleichungen 


du 
fi, wj 9 ds an 

0 0 
führen kann, die das Endresultat des BoorEschen Kriteriums darstellen. 
Wenn man mit der Differentialgleichung in x und z vom 1. Theorem ebenso 
verführt, wie mit derjenigen in z und y vom 2. Theorem, so folgt: 

ПІ. Um zu entscheiden, ob der Wert у = F (w) der Differentialgleichung 

dy = f(x, y)dx als singuläres oder partikuläres Integral genügt, braucht 
man nur zu untersuchen, ob das bestimmte Integral 


d 
dz 


а 


eine unendlich kleine Größe ist oder nicht, indem x als Konstante betrachtet 
wird und а, В zwei unendlich kleine Grenzen von z bezeichnen, zwischen 
welehen die unter dem Integralzeichen stehende Funktion ihr Vorzeichen 
nicht ündert.!) 

Während das EvrERsche und LarrAcEsche Kriterium sich nur als 
notwendige Bedingungen erzeigen, gibt das zuletzt zitierte von CAUCHY 
auch eine hinreichende Bedingung. De Моколх bemerkt 1854?), das 3. 
Theorem von CAUCHY „is a beautiful instance of the discriminating power 
of the process of integration and I (DE MorGax) cannot help looking upon 
it as one of the most remarkable accessions of the century to the theory 
of differential equations". Boore?) weist 1859 an der Differentialgleichung 
y = y(log у)? nach, daB CAvcuvs Regel*) bestimmt gewesen zu sein scheint, 
entgegengesetzt dem allgemeinen Geist, der Caucays Schriften durchzieht, 
die Betrachtung von imaginären Werten auszuschließen. Durch Vermittlung 


1) а. a. О. p. 458. D De Morean [35] р. 523. 5) Boore [40a] p. 177. 

*) Prix [70] gibt 1876 für das Cavcnrsche Kriterium einen strengen Beweis, trans- 
formiert hierauf die Integralbedingung in die folgende 

i y — F(a) 

pu fæ, y) — fe, (Fo) 
für y = F(x), aus der er dann unmittelbar das Larcacesche Kriterium ableiten 
konnte. Bezüglich der Voraussetzungen, unter denen das Larracrsche Kriterium 
nach Prix ungültig wird, bemerkt Нлмвоксек (Е. d. M. 1876 p. 184), daß dieselben 
nicht vollständig richtig sind, da die neue Prrxsche Bedingungsgleichung, aus der 
das Kriterium abgeleitet wird, durch die unkontrollierbare Beschaffenheit der bei 
der Transformation eingeführten Größen zwar notwendig, aber nicht hinreichend 
für das Stattfinden des Caucayschen Kriteriums geworden ist. 
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von Нобе, haben wir ferner erfahren, daß ВгАхснкЕт 1846 wieder neue 
Merkmale zur Unterscheidung von partikuliren und singulüren Integralen 
entdeckte, deren eingehende Diskussion in Ілхревекоѕ Arbeit zu finden ist.!) 


53. Über das Zusammenfallen der Enveloppe mit einer partikulüren 
Integralkurve. 


Bei Caucuy finden wir zum erstenmal auf den Umstand hingewiesen, 
daB der Fall eintreten kónne, in welchem die Einhüllende selbst einen Teil 
des Systems der Integralkurven bildet; man hat das bemerkenswerte Beispiel 
einer Lósung, welche den doppelten Charakter eines singulüren und parti- 
kulüren Integrales besitzt. Cavcuv zeigte, daB die Differentialgleichung 


Daag dy? 
(2) = pu — Aen 2), 


die von manchen Autoren ,LacGRANGEsche Gleichung" genannt wird, das 
allgemeine Integral y = C (z + C)* besitzt. Aus 


e = (+0 + äist OO 0 
folgt nun = 


Co D, --2. 


Substituiert man den ersten Wert in die Gleichung des allgemeinen Inte- 
grales, so erhält man das partikuläre Integral y — О, welches auch dem 
Nullwert der Konstante entspricht; y == О kann 
als Grenzfal einer Parabel angesehen werden 
(Fig. 5). Da aber diese Gerade sümtliche Inte- 
gralkurven berührt, so kann man sie auch als 
singulüre Lósung betrachten. Die eigentliche 
singulüre Lósung ist jedoch die kubische Parabel 


4 
yu $7. 
die mit Hilfe des zweiten Wertes von C er- 
halten wird. Fig. 5. 


SERRET?) zieht im Anschluß an die Be- 
sprechung des Cauchvschen Beispiels die allgemeine Folgerung, daß nur bei 


1) Нобғт-Вілхснет [31]; vgl. ТахрЕвккө [63] p. 28—29. 2) Cavenx [30], 
p. 377; diese Gleichung wurde sehr bald ein sehr beliebtes Beispiel in der Theorie 
der singulären Lösungen; wir finden sie z. В. bei Hourain [36], Graremem [77], 
р. 11, Serrer [111]. An der Hand dieser Differentialgleichung beweisen die Richtig- 
keit ihrer Darlegungen Boore [40a], p. 151; 171—173; C. Ѕснмірт [80], Pace 
[103], Hamsurger [97], siehe auch Еокѕутн [114], p. 264 bis 265. *) SERRET 
[111], 1885, Bd. 3, p. 26. 
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einem Kurvensystem, welches die Konstante C mindestens in der dritten Potenz 
erhält, welches also die Ebene mindestens dreifach überdeckt, dieser Fall 
eintreten kann. Bei der Gleichung des Kurvensystems einer Differentialgleichung 
mit gleichen Eigenschaften, die Courxor!) gegeben hatte, finden wir aber 
die Konstante nicht in der von Serrer geforderten Potenz auftreten. Die 
Caucaysche Gleichung ist ein spezieller Fall der allgemeinen Differential- 
gleichung, für welche die Schar der partikulären Kurven durch die Formel 
(C — g(a, 9)? + fly) A(O, x, y) = 0 
von бонмірт *) dargestellt wird, wo f(x,y) gleichzeitig eine partikulüre 
Kurve mit dem Parameter Null und die Enveloppe der Kurvenschar de- 
finiert. HaAwBuRGER?) hat dann 1893 das Auftreten von Lösungen, die sich 
gleichzeitig durch ihre singulüre und partikulüre Beschaffenheit auszeichnen, 
eingehend theoretisch untersucht. 


VIII. Kapitel. 


Erste Untersuehung der geometrischen Natur der Diskriminanten- 
gleichung. 


$1. Darlegung des in der Theorie der singulären Lôsungen 
bestehenden Paradoxons. 


Es folgte nach Porssow zunächst ein Stillstand in den Forschungen 
für unsere Theorie; die vielen bisher veróffentlichten Untersuchungen, be- 
sonders die von LAGRANGE, muften erst eine weitere Verbreitung in den 
Fachkreisen erlangen. Wir finden deshalb die allerdings noch unvollkommene 
LaGranGesche Theorie der singulären Lösungen in den nächsten Jahr- 
zehnten fast ausschließlich nur in Lehrbüchern der Integralrechnung, wie 
z. В. in denjenigen von DunawEL, NAVIER, Canarra, COURNOT, Morawo, 
Hymers und GREGORY, ferner noch in geometrischen Werken, z. B. bei 
LrrrRow und BRANDES. In jenen Darlegungen dürfte allmählich der Wider- 
spruch, der in den bis dahin bekannten Methoden zur Aufsuchung der sin- 
gulären Lösungen liegt, zum Vorschein gekommen sein; die Versuche, den- 
selben aufzudecken, hatten eine überaus große Anzahl von Abhandlungen 
zur Folge. Im folgenden möge das Leitmotiv der meisten von nun an 


1) Courxor [28], $ 520. 3) Scawir [80]. 5) Hausunger, siehe Seite 396. 
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erscheinenden Arbeiten, d. i. das Paradoxon, das man in der Theorie der 
singulären Lüsungen sah, zu geben versucht werden. 

Man hatte sich in der Frage der singulüren Lüsungen nach der La- 
GRANGESChen Methode auf den Standpunkt der Enveloppentheorie gestellt. 
Nach einer ersten Definition der Enveloppe von Integralkurven, die zur der 
Differentialgleichung 
(1) f(z, Y, y) == 0. 


gehóren, müssen nach LAGRANGE in allen ihren Punkten zwei zusammen- 
fallende Tangentenrichtungen vorhanden sein; die Bedingung dafür ist: 

dit. 
Q) dy 7 
Durch Elimination von y’ aus (1) und (2) wird 

g(z,y) = 0 

erhalten, welche die Enveloppenkurve darstellt. Nach einer zweiten De- 
finition der Enveloppe als einer Schar von Kurven müssen alle ihre Punkte 
durch das äuBerste Verschneiden je zweier aufeinanderfolgender 
Kurven entstanden sein. Die Bedingung dafür ist 


dF 
(4) EO 
wenn 
(3) F(x,y, C) = 0 


die Schar der Integralkurven, die zur Differentialgleichung 


f (a, Y, Y ? = 0 
gehört, darstellt. Das Eliminationsprodukt 


v (z, y) = 0 
aus diesen beiden Gleichungen (3) und (4) stellt dann wieder die Enve- 
loppe dar. 

Jedesmal, wenn nun die Differentialgleichung f = 0 als Integral 
eine singuläre Lösung besitzt und die Gleichung derselben aus der Diffe- 
rentialgleichung erhalten wurde, muß auch die Integralgleichung F= 0, 
die zu f — О gehórt, zur Gleichung einer Enveloppe führen. Geht man aber 
andererseits von einer beliebigen Gleichung einer Kurvenschar aus und erhält 
aus derselben eine Gleichung, die der Bedingung 

ак 
ac == 0 


Genüge leistet, so müßte man annehmen, daB die Differentialgleichung, die 
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zu dieser Gleichung der Kurvenschar gehört, immer die Gleichung einer 
singulären Lösung liefern sollte, da doch, wie vorausgesetzt wurde, das 
Eliminationsprodukt 
px, y)=0 

aus à 

Gë 0, dy =0 
unbedingt eine Kurve darstellen muß, bei der in allen ihren Punkten zwei 
zusammenfallende Tangentenrichtungen vorhanden sein müssen. 

Diese Umkehrung gilt aber im allgemeinen nicht, wie man sehr bald 
erkannt hatte; man bemerkte, daB die beiden Aufgaben: die singulüre Lósung 
einer Differentialgleichung und die Enveloppe einer durch ihre Gleichung 
gegebenen Sehar von Kurven zu finden, sich nicht decken. Es muften zwar 
stets nach beiden Methoden Gebilde geliefert werden, die, vom geometrischen 
Standpunkt aus betrachtet, in allen ihren Punkten zusammeníallende Tan- 
gentenrichtungen besaBen, die jedoch keineswegs durch konsekutives Schneiden 
je zweier Kurven einer bestimmten Kurvenschar entstanden sein mußten. 
Lange Zeit dauerte es, bis man sich zu dieser letzteren Erkenntnis durch- 
gerungen hatte; die Vorbereitung und ersten Ansätze finden wir bei RAABE, 
Courxor und De MorGax, die Veranlassung zur energischen Inangriffnahme 
der Frage in einer Kontroverse zwischen DarBoux und CATALAN im Jahre 
1870, und ihre endgültige Erledigung bei HAMBURGER. 


$2. Kurze Andeutungen von Versuchen, die LAGRANGEschen 
Regeln zu vervollkommnen. 


Wie unsicher man durch die LaGrangeschen Regeln geworden war, 
zeigen manche Stellen aus Abhandlungen über singuläre Lösungen. CATALAN!) 
hält 1845 den Weg zur Aufsuchung der singulüren Lösungen aus den 
Gleichungen 

F(z, y, C) mh: 
und 
dF 


Ba) 


wohl für richtig, dagegen nicht die Verwendung von 


als zweite Gleichung an Stelle von 


D CATALAN [32]. 
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ar 
ae N 

woraus nach seiner Ansicht nicht die Enveloppe der durch F = 0 dar- 
gestellten Kurven resultieren könne, sondern nur der Ort derjenigen Punkte 
der einzelnen Kurven, für welche die Tangenten zu der z-Achse parallel 
sind. Cavcnuv!) hält die beiden Methoden für gleichwertig, trotzdem er an 
einem Beispiel zeigt, daß die Bedingung 


CLA 
dy 


zu keiner singulüren Lösung führt. Die Behauptungen CaraLans geben 
RAABE?) 1848 zu weiteren Erörterungen Anlaß. RaaBe sieht auch in der 
Unzuverlässigkeit der gewühnlichen Regel aus den Gleichungen 


F=0, 5 


eine unzweideutige Tatsache; die aus diesen Gleichungen erhaltenen Elimi- 
nationsresultate geben nach seiner Ansicht bisweilen Relationen unter den 
Variablen, die ebenfalls weder von singulärer noch partikulärer Beschaffenheit, 
und folglich dem fraglichen Falle ganz fremd sind. КААВЕ erklärt jedoch 
ausdrücklich, daB solche Fülle nur als Ausnahmen gegenüber dem Auf- 
treten von Enveloppen anzusehen sind, während Courxor?) bereits 1842 
zur entgegengesetzten. Ansicht gekommen war. 
RaaBe gibt deshalb dem 1. Theorem von LAGRANGE eine Fassung, 
die Scnwrpr^) wieder ausgesprochen hat: „Aus der Gleichung F(z, y, С) = 0,“ 
sagte RAABE, „stelle man den Ausdruck 
OPEN "EEN dy 

her und verbinde diese erste Gleichung durch Elimination von C mit jeder 
Relation, die dem Ausdruck für 

3g 

ас 
den Nullwert gibt. Die so unter den Variabeln gefundenen Relationen sind 
entschieden Integralauflüsungen der betreffenden Differentialgleichungen und 
zwar singulürer Art.“ RAABE legt auch dar, daß diese Regel fehlschlägt, 


wenn SE gleichzeitig mit d unendlich wird. Srrauch®) hatte 1865 


wieder die Gleichung 


D Cavenv [30], $ 154. *) Кллве [33]. °) Siehe S. 378. *) Әснмірт [80]. 
5) Strauch [42], Bd. 1, p. 25. 
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ar Ar. 
TO, ау ч. 
vorgeschlagen. Ehe man jedoch aus dieser Gleichung ein Ergebnis heraus- 
ziehen dürfe, müsse man zuvor den Ausdruck 
aF dr 
dC ' dy 
auf seine einfachste Gestalt bringen. Namentlich müsse man im Zühler 
und Nenner alle gemeinschaftlichen Faktoren gegeneinander aufheben. Ge- 
wöhnlich versäumte man es, führt Srraucu fort, diese Gleichung herzustellen, 
und untersuchte die beiden Differentialquotienten 


SE up SE 
SEET 


einzeln. Folge dieses Versehens ist, daB man dann aus solchen Faktoren, 
welche man gegeneinander hätte aufheben sollen, ebenfalls Resultate zog, 
die aber unbrauchbar sind und auf Widersprüche und Irrtümer führen. 

Das Bestreben, LAGRANGES Theoreme durch befriedigendere zu ersetzen, 
mag auch die Veranlassung zu einer Abhandlung des belgischen Mathe- 
matikers Tınmermans!) 1842 gegeben haben. Timmermaxs hatte nämlich 
in der Theorie der singulären Lösungen von LacRANGE ein Hindernis (in- 
convénient) erblickt, daB die verschiedenen Kriterien, die als analytische 
Resultate die Existenz der singulüren Lósungen anzeigen, doch nicht sehen 
lassen, wie diese Lösungen mit der Zusammensetzung der Differential- 
gleichungen verbunden sind. Anstatt das Auftreten der singulüren Lüsungen 
aus der Anwendung einer Formel zu schöpfen, will es TIMMERMANS als ge- 
eigneter erscheinen, Kennzeichen ihrer Existenz aus der Zusammensetzung 
der Differentialgleichung zu suchen und die bereits früher gefundenen ana- 
lytischen Bedingungen als Folgerungen dieser Zusammensetzung zu betrachten. 
Von diesem Gesichtspunkte aus führt TrwwERMANS seine Untersuchungen 
durch und kommt auf folgende, der Kürze wegen zusammengefaßte Regeln: 
Um die singulären Lóungen aus der Differentialgleichung f(x, y, y) = 0?) 
oder aus deren Integralgleichung F(z, y, C) = 0°) zu erhalten, löst man 
die erste Gleichung in bezug auf у, die zweite nach C auf. Wenn die 
entsprechenden Werte für y und C keine Ausdrücke unter Wurzelzeichen 
enthalten, so gibt es auch keine singulüren Lósungen. Im entgegengesetzten 
Fall wird man die unter den Wurzelzeichen stehenden Funktionen gleich 
Null setzen; wenn diese Werte der Differentialgleichung genügen, ohne 
gleichzeitig das allgemeine Integral selbst zu befriedigen, so sind sie die 
gesuchten singulüren Lósungen. 


1) Тіммекмахв [29]. 3) а. a. О. p. 14. 3) а. а. О. р. 28. 
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Es hat übrigens bereits LAGRANGE!) erkannt, daß in dem Ausdruck 
für y der Wert der singulären Lösung unter dem Wurzelzeichen stehen 
kann, wenn er es auch nicht ausdrücklich hervorgehoben hat. Horra?) 
glaubte, daß TrwwERMANS durch diese Bemerkung von LAGRANGE veranlaßt 
worden war, seine neue Theorie auszuarbeiten. Darsoux°?) ist später ge- 
radezu zur entgegengesetzten Anschauung von der Tımmermans’ gelangt, daB 
nämlich der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck im allgemeinen 
keine singuläre Lösung der Differentialgleichung darstellt. 

TIMMERMANS behauptet auch, daß alle Funktionen, welche außerhalb 
des Wurzelzeichens im Ausdruck für y’ stehen, gleich Null gesetzt, stets 
partikuläre Lösungen sind, wenn sie der Differentialgleichung genügen; 
diese Regel ist richtig, wie schon PnEDELLA*) bemerkte, während der ganze 
Satz als nicht streng anzusehen ist. Howram°) hat in seiner Arbeit die 
Theorie von TIMMERMANS in größerer Ausführlichkeit behandelt, als es ТїммЕк- 
MANS in seiner Abhandlung selbst getan hat. Es scheint daher, daß Houram 
diese Theorie für viel wichtiger für die Aufklärung der damals noch dunklen 
Theorie der singulären Lösungen gehalten hat, als die späteren Mathematiker, 
die sie gar nicht weiter beachteten; in der so umfangreichen Literatur finden 
Tımmermans’ Untersuchungen nur zweimal und auch da nur beilüufig Er- 
wähnung. Wenn wir also die Worte bei Houraix lesen: Les méthodes de 
LAGRANGE et de TrwwERMANS constituent ensemble une théorie parfaite de 
la determination des solutions singulieres, so müssen wir wohl sagen, daß 
Hourarx die Untersuchungen von LAGRANGE, die unzweifelhaft zu dessen 
geistreichsten Schöpfungen gezählt werden können, mit den, wenn auch 
immerhin interessanten, so doch keineswegs fundamentalen Sätzen von 
TIMMERMANS mit Unrecht auf eine Stufe gestellt hat. 

Houraix, der anscheinend ein Schüler von TrwwERMANS gewesen ist, 
hat in einer vorzüglichen Arbeit die bis dahin bekannten Methoden einer 
Diskussion unterworfen; zwei neue Beobachtungen finden wir bei ihm: 
НойтАш hatte, wie später auch CavrEv, die Behauptung aufgestellt, daß 
das Auftreten von singulüren Lüsungen von einer bestimmten Beschaffenheit 
der Gleichung des allgemeinen Integrales abhängig ist; er ist der Ansicht), 
daß die singulüren Lösungen nicht vorkommen können, wenn das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung transzendente Funktionen von x und y in 
sich schließt; ferner sagt Hourain sehr richtig, daB nach den meisten Ab- 
handlungen die Gleichungen 


aF(,y, С) _ Pan) ч ы 
ах 2 dy 
1) Lagrange [25] § 201. *) Ностліх [36] p. 1070. 3) Darsoux [48]. 
+) PnEpELLA [98]. 5) Hovraiw [36] р. 1091—24, 1068—72, 1075—82, 1105—13. 


®) Hovra [36] p. 999. 
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niemals anwendbar zu sein scheinen, wenn das allgemeine Integral nicht in 
bezug auf die Konstante C gelöst ist; Hourams Ausführungen und zahl- 
reiche Beispiele zeigen das Gegenteil. 

Den singulären Lösungen der Differentialgleichungen schenkte auch 
Boone in seinem Treatise of diff. equations große Aufmerksamkeit, so daB 
das Kapitel, das diesem Gegenstand gewidmet ist, als eines der wertvollsten 
und wichtigsten seines Werkes anzusehen ist. Boole") suchte eine gemein- 
same Eigenschaft für alle Lösungen, welche für die Gleichung 
2 = © (p—y) 


erfüllt sind. (Das gleiche geschieht auch für a (> ) = оо.) Er leitet zu- 
nächst die Gleichung 

dp d, dy 
dy — de 1040 
ab, die einen Zusammenhang zwischen der Differentialgleichung p == f(æ, y) 
und ihrem allgemeinen Integrale y — f(x, C) darstellt. Durch Berücksich- 
tigung der für die singulüren Lósungen bestehenden Bedingung 


dy уз 
307907 

findet ег 
4 1099 _ 


Diese Gleichung besteht, wenn sie entweder unabhängig von C ist, oder C 
einen bestimmten Wert besitzt, und zwar müßte im letzteren Fall C eine 
Funktion von x oder konstant, aber nicht absolut unabhängig von x sein. 
Jede Lösung, welche die vorstehende Bedingungsgleichung erfüllt, ist nun 
nach Boore nicht im allgemeinen Integral enthalten. 


$3. Entdeckung des Spitzenortes. 

Courxor hatte schon 1842 bei einer Untersuchung der Konstruktion 
von Differentialgleichungen mit einer einzigen unabhüngigen veründerlichen 
GróBe als Erster die Entdeckung gemacht, daB die Diskriminantengleichung 
einer Differentialgleichung einen Ort von Spitzen darstellen kann. 

Er diskutierte die Gleichung?) 
D Boots [40a] p. 154. *) Siehe über M — 0 8.378. D Соовнот [28] 
8 517. 
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(1) Y'a — 2у'х(у — р) + y 2-0, 


die gleichbedeutend mit den beiden, jede für sich konstruierbaren Gleichungen 


, TT zi —2 — x 

(2) у = y EL y) 

ist. Hierin nimmt y jedesmal einen imaginären Wert an, wenn die Ver- 
änderlichen x, y der Ungleichheit p(p — 2y) — 2 < О genügen. Die Kurve 


(3) p(p—2y)—2-—0 


begrenzt folglich auf der Ebene z, y die Region, in welcher sich die durch 
die Gleichung (1) charakterisierten Kurven ausdehnen künnen. Die beiden 
Werte von y' werden für die auf der Kurve (3) liegenden Punkte einander 
gleich, d. h. die Kurve ist der geometrische Ort der Punkte, worin sich je 
zwei der resp. durch die Gleichung (2) charakterisierten Kurvenzweige ver- 
einigen, was auf zwei verschiedene Arten stattfinden kann. 

Im allgemeinen ist, bemerkt Counwor, die gemeinschaftliche Tangente 
der beiden Kurvenzweige (2) für die auf der Kurve (3) liegenden Punkte 
von der Tangente der Kurve (3) in denselben Punkten verschieden, was 
namentlich bei dem von Cournor gewählten Beispiel der Fall ist. Der aus 
der Gleichung (2) abgeleitete Wert von y’ reduziert sich für die auf der 
Kurve (3) liegenden Punkte auf 

Ces 2 


, 
ME esi 
ym rs, 


wührend die Differentiation der Gleichung (3) 


I NECS. 
dz р 
gibt, und wenn dieser Wert von u dem vorhin für y' gefundenen gleich 


sein sollte, so müßte man die Relation 


— © 
УР = oder р(р — у) — 2 = 0 

haben, welche nicht gleichzeitig mit der Gleichung (3) bestehen kann, aus- 
genommen für y — 0. 

In solchen Füllen vereinigen sich die Kurvenzweige (2) auf der 
Kurve (3), indem sie einen Rückkehrpunkt bilden, und diese Grenzkurve 
ist der geometrische Ort aller Rückkehrpunkte der Kurven, zu welchen die 
Differentialgleichung (1) gehórt. 


Boussmesg machte 1890 darauf aufmerksam, daß Counwor, und nicht, 
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wie man bis dahin angenommen hatte, DE Morgan die Priorität dieser Ent- 
deckung zuküme!) Courxor ist somit das Verdienst zuzuschreiben, zuerst 
mit den geometrischen Untersuchungen der Diskriminantengleichung begonnen 
zu haben. Auch hatte er schon vorausgesehen, daß das Auftreten einer 
Kurve, die aus Spitzenpunkten der Integralkurven besteht, im allgemeinen 
vorkommt und daher das Auftreten einer Enveloppe der Integralkurven nur 
als Ausnahmefall anzusehen ist. Später sollten gerade über diese Tatsache, 
die also von CovnwoT schon richtig entschieden worden war, noch lange 
Diskussionen stattfinden. Leider war das von Cournor neu gefundene Re- 
sultat in den mathematischen Kreisen nicht bekannt geworden, oder es hat 
nicht das richtige Verständnis gefunden und ist daher zunächst ohne weiteren 
Einfluß auf die Fortentwicklung der Theorie der singulären Lösungen ge- 
blieben. 

Von neuem entdeckt wurde das Auftreten eines Spitzenortes als Eli- 
minationsprodukt aus der Differentialgleichung und ihrer Derivierten zehn 
Jahre später durch Dr MorGax*) und von da ab wurde diese Tatsache 
auch in weiteren Kreisen bekannt. De MorGan, der den LaGrAnGeschen 
Resultaten nur ein „eingeschränktes Vertrauen“ (qualified eonfidence®)) ent- 
gegenbrachte, hat wichtiges Licht auf die Natur der Bedingungen 

d d d 

4-9. ee 
geworfen, als er bemerkte, daß beim Auftreten dieser Gleichungen ein Ort 
von Spitzen der Integralkurven vorhanden sein kann, wenn singuläre Lösungen 
nicht erhalten werden.) Dem Beweise des Satzes Dr MorGaxs, nach 
welchem die Elimination von y' aus 


f(zyy) = 0, —=0 


einen Ort von Rückkehrpunkten liefert, wenn keine singuläre Lösung auf- 
tritt, mangelt es in mehreren Punkten an Klarheit, was Mansion”) ver- 
besserte, als er direkt die Beziehungen prüfte, die zwischen den beiden 
Problemen existieren: 1) die Enveloppe der durch F(z, y, С) = 0 dar- 
gestellten Kurven zu suchen, 2) den Ort der Punkte zu suchen, wo die 
Krümmung der Kurven unendlich ist. De MorGan hat gezeigt, daß irgend 
eine Relation zwischen x und y, welche der LaPracEschen Bedingung ge- 
nügt, die Differentialgleichung befriedigt, gleichgültig, ob der von der Dif- 


1) Cours d'analyse inf. et calc intégr. П, 2, р. 233. °) De Моквлх [34] p. 113. 
3) Nach Boore [40a] p. 76. +) De MorGax [35] $ 6. Beweis auch bei Boore 
[40а] p. 181, [40b] p. 36—37. *) Maxsiox [54] p. 160—168. 
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2 
ferentialgleichung abgeleitete Ausdruck 3 unendlich wird oder nicht. Man 
ist nicht oft dem Fall begegnet, sagte MANSION, wo 


d'y 

das — , 
obwohl er am häufigsten vorkommt, weil die klassischen Beispiele!) fast 
alle auf ein allgemeines Integral führen, welches eine Kurve zweiten Grades, 
oder eine andere Kurve darstellt, die nur im Unendlichen einen Punkt be- 
sitzt, wo die Krümmung unendlich ist. 


IX. Kapitel. 


Ausführliche geometrische Interpretation der beiden 
Diskriminantengleichungen. 


$1. Meinungsverschiedenheit zwischen DARBOUX und CATALAN 
über das allgemeine Auftreten des Spitzenortes. 


Mit Dansoux, CLEBSCH, CAYLEY und CasorArı dürfen wir den Anfang 
einer neuen Periode der Theorie der singulüren Lósungen bezeichnen. Die 
bisher besprochenen Untersuchungen zeigen deutlich, wie sehr man bemüht 
war, Licht und Klarheit in unsere Theorie zu bringen. Mit rein analytischen 
Betrachtungen war man aber nicht vorwürts gekommen; der Weg, den nun 
die Forscher einzuschlagen hatten, war daher die geometrische Interpretation 
der Diskriminantengleichungen, die einerseits aus den Differentialgleichungen, 
andererseits aus den allgemeinen Integralen derselben hergeleitet waren. 
Соовхот hatte bereits den Anfang gemacht, die Diskriminantengleichung 
zu untersuchen, und kam auf das erwähnte Resultat. Darpoux, besonders 
aber Carrey und Casorati geben nun eingehende Untersuchungen über 
die geometrischen Ürter, welche die Gleichungen der beiden Diskriminanten 
darstellen kónnen, und untersuchen, welche Faktoren derselben als die wahren 
singulüren Lósungen zu betrachten sind. 

Die neue Periode wurde mit einer Kontroverse zwischen Darsoux und 
CATALAN eingeleitet und von jenem Zeitpunkt an hatte man die Frage als 
eine der schwierigsten erkannt. DarBoux gab durch einen am 20. Juni 


1) Sehr viele finden sich bei Hovraiw [36] zusammengestellt. 
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1870 veröffentlichten Aufsatz!) über die Fläche der Krümmungsmittelpunkte 
einer algebraischen Fläche zu einer Diskussion Anlaß, die weit über den 
vorgeschlagenen Gegenstand selbst hinausging. Angenommen, es sei eine 
Differentialgleichung f(z,y,y') = 0 gegeben — Darsoux nimmt eine solche 
vom 2. Grade an — und man will den Ort der Punkte suchen, für welche 
zwei Werte von y gleich werden, so ist nach Darsoux im allgemeinen der 
Ort dieser Punkte nicht mehr die Enveloppe des Kurvensystems, das die Dif- 
ferentialgleichung darstellt, sondern vielmehr ein Ort von Rückkehrpunkten 
für die partikulären Integralkurven. 

Diese Bemerkung konnte zuerst seltsam erscheinen, denn alle die klas- 
sischen Beispiele von singulären Lösungen schienen ihr zu widersprechen, 
Nicht lange ließ deshalb die Kritik, die jene aufsehenerregende Behauptung 
herausforderte, auf sich warten. Bereits am 4. Juli 1870 wendet sich 
Caravan?) gegen DarBoux’ Annahme. Es ist wohl wahr, sagt CATALAN, 
daß die betreffende Gleichung nicht immer die Enveloppe der Kurven dar- 
stellt; aber geht Darsoux nicht ein wenig weit, wenn er behauptet, daß 
das Auftreten einer Enveloppe genau das Gegenteil von dem ist, was ein- 
tritt? Caravan zeigte aber nur durch Beispiele, daß der allgemeine Satz 
von Darsoux Ausnahmen unterworfen sei; doch mit solchen Mitteln konnte 
er denselben keineswegs entkrüften; er hütte den Beweis liefern müssen, 
daB Danaoux' Behauptung nicht allgemeine Gültigkeit besitzt; und dies hat 
CATALAN nicht getan. Wonkwaw?) glaubt, daß Caravans Kritik durch die 
Verwirrung entstanden ist, die durch Darsoux’ nicht klar genug gehaltene 
Unterscheidung zwischen integrierbaren und nicht-integrierbaren Differential- 
gleichungen*) hervorgerufen wurde. DanBoux' Note bezieht sich auf nicht- 
integrierbare, CaraLans Antwort auf integrierbare Gleichungen. 

Darsoux blieb die Antwort an Caravan nicht schuldig. Noch im 
nümliehen Jahre gab er eine Entgegnung?), in der er ausführte, daB solche 
Fälle seine Theorie nicht beeinträchtigen können. Ferner gab er einen 
Beweis für seine aufgestellte Behauptung und versprach gleichzeitig eine 
eingehende Untersuchung über den vorliegenden Gegenstand, die er auch 
1873 folgen ließ. 


$2. CLEBSCH. 
Unterdessen war eine im Nachlasse von CrEsscu*) gefundene Ab- 
1) Darsoux [48]. *) Cararan [49]. 3) Workwax [85] p. 175. * Eine 
Differentialgleichung ist integrierbar oder nicht, d. h. wenn sie selbst rational, 


total vom n. Grade in 29 , ein Integral zulüBt oder nicht, das auch rational, voll- 


ständig und von n. Grade in einer beliebigen Konstante C ist. 5) Dargoux [50]. 
€) Crxsscn [52]. 
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handlung 1872 veröffentlicht worden, die Darpoux’ angekündigte Unter- 
suchungen sichtlich beeinflußt hat. In CrEssous Arbeit war nämlich der 
Grundgedanke ausgesprochen, der den scheinbaren Widerspruch des in 
LaaRANGES Theoremen liegenden Paradoxons lösen sollte. 

Cresscn bringt eine algebraische Gleichung 


290) = 0 (p- 42) 


T 


mit Hilfe der Lecexpreschen Transformation auf die Form 
F(zy; — p; xp — y) = 0. 


Dann ist immer die doppelthomogene Form F(&, 1; w,v)') gleich Null 
gesetzt, die Gleichung eines Konnexes, dessen Konnexkurven durch die 
Gleichung f = 0 gegeben werden. Solange nun über die Koeffizienten des 
Konnexes, sagt CreBscu?), besondere Festsetzungen nicht gemacht werden, 
hat die Differentialgleichung keine singulüre Lósung. Es sind aber die- 
jenigen Kurven leicht aufzustellen, von welchen die eine der Ort der Rück- 
kehrpunkte der Integralkurven ist, wührend die andere von den Wende- 
tangenten derselben umhüllt wird. In die singulüre Lósung der einen oder 
anderen Form der Differentialgleichung verwandeln sich diese Kurven, sobald 
die Richtung der Rückkehrtangente überall mit der Tangente der Kurven 
der Rückkehrpunkte zusammenfällt bezw. der von den Wendetangenten 
umhüllte Ort mit dem Ort der Wendepunkte selbst identisch ist). 

So kurz auch die Bemerkungen von Cressch über die innere Natur 
der singulüren Lüsungen sind, so tiefgreifend sind auch die Gedanken, die 
in denselben ausgesprochen sind. Erst durch die Vergleichung der von 
CrEsscH in so einfachen Worten dargelegten geometrischen Beziehungen der 
Örter, welche die Diskriminantengleichung darstellen kann, mit den Resul- 
taten von Darpoux, CAYLEY und Casorarı können wir das Ergebnis, zu 
dem CrEsscH gelangt war, voll und ganz würdigen. 


$3. DARBOUX. 


Darsoux legte seine 1870 angekündigte Abhandlung*) am 23. No- 
vember 1872 der Société Philomatique vor; eine kurze Inhaltsangabe hat 


PEL Ж y == n ; u. D ee ?) Creusch [52], р. 442; Ann. 6, 
p.211. °) Laxpewanx [67] und Wasicrerr [74] gaben elementare Auseinander- 
setzungen der auf die Theorie der singulüren Lósungen sich beziehenden Unter- 
suchungen von Crzsscm. 4 Darsoux [55]. 


Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 26 
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Darsoux selbst im Institut Nouveau ser. 6. am 5. Februar 1873 gegeben 
und damit nur einige Tage nach Cayreys Arbeit!) (Januar 1873) seine 
Resultate den mathematischen Kreisen angezeigt. Darsoux?) sprach sich 
eingehend über den Ursprung des Irrtums aus, der so lange in der Theorie 
der singulären Lösungen angedauert hatte. Die Mathematiker hatten nach 
Dargoux’ Auffassung bisher alle mit Unrecht die Ansicht gehabt, daß eine 
Differentialgleichung erster Ordnung immer ein Integral F (w, y, C) = О zu- 
läßt, da man die Differentialgleichung dureh Elimination von Konstanten 
aus der endlichen Gleichung und ihrer Derivierten bildet. Dagegen be- 
hauptet DarBoux, daß die Untersuchungen von CaAvcuv und Brior-Bouquer 
über die Existenz von Integralen aussagen, daf es eine unendliche Anzahl 
von allgemeinen Integralen gibt; doch würden dieselben nicht beweisen, 
daß diese Integrale von der Form F(z, у, C) = О sind, wo F die Eigen- 
schaften einer analytischen Funktion besitzt. Er selbst nimmt daher bei 
seinen Untersuchungen nichts über die Herkunft der Differentialgleichungen 
an und glaubt dann die Frage dadurch gelöst zu haben, daß er den Satz, jede 
Differentialgleichung von der ersten Ordnung habe ein Integral F (x, y, C)—0, 
als eine unbegründete Annahme zurückweist"), was sich zunächst, wie 
HAMBURGER“) bemerkt, nicht mit dem Cavcnuvschen Existenzbeweis von 
Integralen einer Differentialgleichung mit beliebigen Anfangswerten in Ein- 
klang bringen läßt. Weiterhin hat HAMBURGER gezeigt, daß die Zuverlässig- 
keit der fraglichen Form der Integralgleichung auch aus der Existenz der 
allgemeinen Integrale partieller Differentialgleichungen hervorgehe, die zu- 
nächst von Cavcnv, dann von Frau уох Kowarevsky°) und schließlich von 
Damsoux $) selbst festgestellt wurde. 

Von fundamentaler Bedeutung für unsere Theorie war die von DanBoux 
aufgeworfene Frage geworden"), was im allgemeinen eintrete, wenn die 
Koeffizienten der gegebenen Differentialgleichung keinen besonderen Relationen 
genügen. Es erschien seltsam, daß eine allgemeine Differentialgleichung 
einer Kurvenschar entspricht, die der besonderen Eigenschaft genügt, 
keine Enveloppe zu besitzen, wührend einer beliebigen Kurvenschar, auf 
die man die Enveloppentheorie anwenden kann, eine besondere Differential- 
gleichung entspricht, welche eine singuläre Lösung haben wird. LixpEMANN?) 
faßte diese Tatsache in den folgenden Satz: „Die Konstanten in einer 
Differentialgleichung erster Ordnung müssen besonderen Bedingungen ge- 
nügen, wenn die Integralkurven eine eigentliche Umhüllungskurve haben 


1) Слугкү [53]. *) Darsoux [55] p. 167. *) Darsoux [55], p. 167. 
4) HAMBURGER [97], p. 206. °) Compt. Rend. 1875, Bd. 80, p. 101. 137. °) Океш 
Journ. f. Math. 1875, Bd. 80, p. 1—32. 7) Darsoux [48]. 8) LINDEMANN [67], 
р: 1033. 


http://rcin.org.pl 


Darsorx. 383 


sollen; andernfalls bestehen zwischen den Konstanten der Integralgleichung 
solche Relationen, wenn statt dessen ‘ein Ort von Spitzen auftritt. Welcher 
von beiden Füllen vorkommt, hüngt sonach davon ab, ob man die Diffe- 
rentialgleichung oder die Integralgleichung allgemein voraussetzt.“ 

Darsoux hielt es deshalb für unumgänglich notwendig, daß man die 
Theorie der singulüren Lösungen in zwei getrennte Teile scheiden muß, der 
eine dem Gebiete der Differentialrechnung zugehörig, in welchem man die 
Differentialgleichungen prüft, die durch Elimination von Konstanten er- 
halten werden; der andere der Integralrechnung angehörend, bei welchem 
man, ohne etwas über den Ursprung der Differentialgleichung angenommen 
zu haben, gezwungen ist, sich an allgemeine Hypothesen zu halten und die 
Existenz eines Integrales nicht vorauszusetzen. Diese Unterscheidung!) hat 
DarBoux mit CLEBSCH gemeinsam, der sie mit folgenden Worten einführt?): 
„Ein solcher Unterschied in der Behandlungsweise, motiviert durch ver- 
schiedene Definition dessen, was man allgemein nennt, tritt in der Auf- 
fassung von Theorien nicht nur bei geometrischen Gebilden sehr häufig auf 
und wird nicht immer hinlänglich beobachtet. So sind die allgemeinen Eigen- 
schaften der Differentialgleichungen verschieden, je nachdem man die Differen- 
tialgleichungen oder die Integralgleichungen durch allgemeine Funktionen ge- 
geben denkt.“ Cressch bemerkt, daß diese merkwürdige Tatsache nichts 
anderes als die der Punkt- und Linienkoordinaten ist; deshalb hat auch 
Dargoux eine Differentialgleichung als ein Fortschreitungsgesetz sowohl für 
Punktkoordinaten, als auch für Linienkoordinaten betrachtet. 

Dargoux gab 1873 zwei ausführliche Beweise seiner fundamentalen 
Sätze, von denen der eine mit Hilfe der reziproken Polaren durchgeführt 
wurde, während der andere elementar zu nennen ist. Er ging im ersten 
Teil seiner Arbeit von der Voraussetzung aus, daß die reziproken Polaren 
auch einer Differentialgleichung erster Ordnung genügen, wenn man die- 
selben von allen Kurven (x, y, C) = О nimmt, welche die Differential- 
gleichung v(z, y, y) = О erfüllen. Die Folge davon wird sein, daß jeder 
Eigenschaft der Kurvenintegrale, die man als Ort von Punkten betrachtet, 
nach dem Prinzipe der Dualität eine Eigenschaft bezüglich dieser Kurven, 
als Enveloppe von Geraden aufgefaßt, entsprechen wird. Diese Symmetrie 
hält Darpoux für geeignet, Licht in die Frage der singulären Lösungen 
zu bringen. Er kam dann zu folgenden Ergebnissen: „Wenn eine Differential- 
gleichung eine oder mehrere singuläre Lösungen zuläßt, so ist es notwendig, 
daß die folgenden Örter übereinstimmen oder Teile gemeinsam haben: 


a) Der Ort der Punkte, für welchen die Werte von a gleich werden; 


1) Darsoux [55], р. 167. *) Стеввсн [52], p. 449. 
26* 
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b) Der Ort der Inflexionspunkte des Kurvensystems, zu welchem die 
Differentialgleichung gehört. Der übereinstimmende Teil der Örter 
ist die singuläre Lösung; wenn sie nicht übereinstimmen, so er- 
hält man den Ort der Rückkehrpunkte und andererseits einen 
Ort von Inflexionspunkten.* 

Daran anschlieBend, gab er folgendes Schema zur Aufsuchung einer 
singulären Lósung aus der Differentialgleichung: 


1. Man suche den Ort A, Resultat der Elimination von y’ aus 


r d 
f(x, у, y) = 0, р = 0; 
А = 0 ist die Gleichung dieses Ortes. 
2. Man suche den Ort B, resultierend aus den Gleichungen 


r d 
f(a, 9, y) = 0, а ау =o. 


Es sei В = О die Gleichung dieses Ortes. 

Wenn die beiden Kurven A und В keinen Teil gemeinsam haben, so 
gibt es keine singuläre Lösung; die erstere enthält Rückkehrpunkte, die 
zweite Inflexionspunkte. Wenn die beiden Kurven A und B eine oder 
mehrere Teilkurven C, C’--- besitzen, dann enthalten die Örter A und B 
noeh resp. die Rückkehrpunkte und Inflexionspunkte. Aber die Gleichungen 
C —0, C' —0--- werden noch nicht notwendig singulüre Lösungen geben. 
In der Tat sind für alle Punkte der Kurve C die beiden Gleichungen 

d 
f=0, 45-0 
und auch 


d d 
ron + y4 =0 

durch den nümlichen Wert befriedigt. Aber der Wert für у der gemein- 
samen Wurzel für das erste Gleichungspaar kann auch unter Umständen 
keine Wurzel für das zweite Gleichungspaar darstellen. Die Bedingung, 
daß C = 0 eine singuläre Lösung, ist nun die, daß die drei Gleichungen 

df T dr E 

Frs 2-95 scheck TO 

durch einen gemeinsamen Wert von у für alle Punkte von C befriedigt 
sind. Wenn dies eintritt, ist noch zu prüfen, ob nicht eine der Glei- 
chungen 
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identisch bewahrheitet wird; erst dann ist man sicher, daB C = 0 eine 
singuläre Lösung ist. 

Wenn wir auch schon bei LaGRaxGE!) die dritte Bedingungsgleichung 
zur Aufsuchung der singulären Lösungen vorfinden, so sehen wir doch erst 
bei DarBoux den geometrischen Grund ihrer notwendigen Existenz. 


$4. CAYLEY. 


Fast gleichzeitig mit Darsoux hat Олүгкү seine hervorragenden Re- 
sultate auf unserem Gebiete bekannt gemacht. CavrEv hatte bereits 1866 
in einer kurzen Note?) ähnliche Betrachtungen wie schon früher?) über 
Differentialgleichungen angestellt; er untersuchte die Form der Differential- 
gleichung, welcher die Gleichung U“ V° WI... = 0 (zusammengesetzt aus 
den unzerlegbaren Kurvengleichungen U = 0, V — 0, W= 0۰.۰) Genüge 
leistet. Diese Arbeit diente Олүгкү 1872*) als Grundlage; er definierte 
in dieser neuen Abhandlung zunächst eine Funktion F (æ, y, сү, Ca *** Cm) 
als eine rationale, ganze, unzerlegbare algebraische Funktion von 2, y und 
den Parametern сү, Ca ` - - Cm, welche durch m — 1 algebraische Relationen 
verbunden sein sollen. Die Gleichung 


Fa, y56,0-:*64,) = 0 
stellt dann ein System von ebenen Kurven dar, so daB die Diskriminante von 
Fa, 9, с, mc) = 0 
mit Bezug auf die Parameter с gebildet, aus einer Anzahl mehrfach zählender 
Funktionen besteht, welche die Örter der Enveloppe, Knotenpunkte und 
Spitzen des Kurvensystems darstellen. Bezeichnet w(z, у) die Diskriminante 
der Kurvenschar, so ist: 


v (z, y) = ЕК?8% 0, 


wo E = 0 die Gleichung der Enveloppe, К = 0 der Ort der Knotenpunkte 
(Doppelpunkte), S = 0 der Ort der Spitzen darstellt. Die Kurve y = 0 kann 
also Örter von Doppelpunkten von Integralkurven zweiten Grades und 
solehe von Rückkehrpunkten von Integralkurven dritten Grades enthalten. 
Wenn nun andererseits die Differentialgleichung durch f(x, y, у) = O 
gegeben ist und die Diskriminante p (7, y) von f in bezug auf у gebildet 
wird, dann besteht sie aus den Örtern der Enveloppe, Spitzen und Berüh- 
rungspunkten (der sich berührenden Kurven) und zwar in der Form 


v (5 y) = ES Bi— 0, 


1) Siehe S. 855. 2) Guter [43]. 5) Vgl. 8. 364—365. *) Cayıer [53]. 
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wo E und S die bereits erwähnte Bedeutung besitzen, B — 0 Ort der 
Berührungspunkte darstellt. В = О resultiert aus Integralkurven zweiten 
Grades. 

In einem Artikel von Ѕлгмохѕ Higher Plane Curves!) zeigte CAYLEY, 
wie diese Resultate erwartet werden mögen; Hirn?) gab dazu eine ana- 
lytische Untersuchung, die üquivalent zu der geometrischen von CAYLEY ist. 

Hat man nach Carter die Diskriminante auf die Form P* Q“ R” ge- 
bracht, wo P, Q, R voneinander verschiedene Polynome in 2, y bezeichnen, 
so genügt es, wie HAMBURGER?) 1893 nachwies, je eine Wurzel jeder der 
irreduktiblen Gleichungen 


P=0, OSO R=0, 


in welche die Diskriminantenkurve zerfällt, zu untersuchen, um den be- 
sonderen Charakter der Kurven 


P=0, Q=0, Е=0 


zu erkennen: ob sie Integralkurven, und im besonderen, ob sie Enveloppen 
oder partikuläre Kurven sind. 

Fünf Jahre später veröffentlichte Carrey eine weitere Arbeitt) über 
singuläre Lösungen, in der er ausführlich den Fall betrachtete, wo die 
Differentialgleichung Lp + 2Mp + N=0 (L, M, N rat. Fkt. von x, y) 
im allgemeinen keine singulüre Lösung hat, d. h. wo es im allgemeinen 
keine Enveloppe der zur Differentialgleichung (LM N )(p 1)? = 0°) gehörigen 
Kurvenschar (PQR)(c1)’=0 gibt. CavrEv zeigte hierauf, wie ein System 
von algebraischen Kurven ® = О (Ф ist rat. Fkt. von x, y und von einem 
beliebigen Parameter abhüngig) immer eine Enveloppe hat, welche singu- 
läre Lösung der zu Ф = О gehörigen Differentialgleichung wird. Wenn 
also eine Difterentialgleichung keine singuläre Lösung besitzt, schließt nun 
CayLey, so müßte man daraus folgern, daß sie im allgemeinen kein 
Integral zuläßt, welches ein System algebraischer Kurven darstellt. Bei der 
Beantwortung der damals aktuellen Frage, aus welchem Grunde eine Diffe- 
rentialgleichung im allgemeinen eine Kurvenschar definiert, die keine 
Enveloppe besitzt, nimmt also Cayzey irrtümlich an, daß die Gleichung 
des allgemeinen Integrales gewöhnlich transzendenter Natur ist und ein 
Kurvensystem, das durch eine transzendente Gleichung dargestellt wird, keine 
Enveloppe besitzen kann. Wie wir später bei HAMBURGERS Resultaten 
sehen werden, hat die Existenz der Enveloppen oder singulärer Lösungen 


1) Nr. 90. 2. Ed., vgl. auch Слүгкү [73] p. 24. ?) Нии, [91] p. 573 


3) HamsurGer [97] p. 219—220; siehe auch Еовзүтн [114] p. 262. ^) Cayzex [73]. 
°) Cavzexs Bezeichnungsweise. 
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mit der transzendenten oder algebraischen Natur der allgemeinen Integral- 
gleichung gar nichts zu tun. CumvsraALL!) legte 1897 klar die Ursachen 
dar, durch welche Cayley zu seinen irrtümlichen Ansichten gelangt war. 
Merkwürdigerweise gibt auch CavrEv selbst in seiner Abhandlung ein Bei- 
spiel?) das seiner Regel, daß nur ein System algebraischer Kurven eine 
Enveloppe besitzen kann, widerspricht. Er zeigt, daß die Differential- 


gleichung 
dy! — (1 — у?) dz? = 0 


kein algebraisches Integral zulüBt, sondern ein System von transzendenten 
Kurven definiert, und trotzdem eine Enveloppe y = + 1 besitzt; doch hilft 
er sich über diesen Widerspruch gegen seine Annahme, die das Paradoxon 
in LaGRANGES Methoden beseitigen sollte, hinweg: er nennt das erwähnte 
Kurvensystem ein quasi-algebraisches. Durch die Einführung einer neuen 
Bezeichnung für bestimmte Gleichungen kann man jedoch keineswegs das 
Paradoxon als gehoben annehmen. 


$5. CASORATI. 


Fast zu gleicher Zeit mit Darpoux und CavrEv veröffentlichte CasorArı 
unabhüngig von ihnen seine Untersuchungen in der Theorie der singulüren 
Lósungen, in denen er auch den algebraisch-geometrischen Begriff derselben 
darzulegen suchte. Leider waren Casorarı die wichtigen Resultate 
Darsoux von 1873 unbekannt geblieben), und so kam es wohl, daß seine 
Untersuchungen stets von der Voraussetzung ausgingen, daß die Differential- 
gleichung und deren allgemeines Integral als bekannt angenommen sei. 
Im Gegensatz dazu hatte Darsoux, wie wir bereits wissen, die Frage der 
singulären Lösungen nur unter der Voraussetzung behandelt, daß die 
Differentialgleiehung allein bekannt sei, was notwendigerweise einen sehr 
großen Unterschied in der ganzen Behandlung des Problems bedeuten mußte. 
Von den fünf Abhandlungen Casorarıs, die in den Zeitraum von 1874 — 
1881 fallen, sind die erste, die dritte und die letzte von Wichtigkeit, da 
die in denselben niedergelegten Resultate neue Aufschlüsse über die geo- 
metrische Bedeutung der beiden Diskriminanten und deren Zusammenhang 
ergeben hatten; besonders große Sorgfalt widmete Casorarı dem Studium 
des letzteren Punktes. 

In seiner ersten) interessanten Note von 1874 stellte er die Haupt- 


1) Curystarı [106]. ®) Carrer [73] p. 24. Ex.; Collect. Papers Bd. 10, p. 20. 
p р 
3) Anm. von Darsoux. Darb. Bull. des Sc. Math. 1879, Bd. 14, p. 59. 
*) Casorati [61]. 
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sätze für eine algebraische Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten 
Grades auf und kam auf eine Formel für die Zerlegung der Diskriminante, 
die bereits 1870 von Carazax!) entdeckt und von DarBoux*) weiter be- 
handelt worden war. Carauan hatte nämlich die Beziehung 


ара ар dq? 
в — 440 = (PP 40) (429 — 52 4) 


aufgestellt, und damit einen Zusammenhang der aus der Differentialgleichung 
Ay?-- By +C=0 


und der zugehörigen Integralgleichung 


+ Pc+Q—=0 
erhaltenen Diskriminanten 
B*—44AC 
und 
P*—4Q 


gegeben. Die erstere dieser beiden Formen zerlegt sich in zwei Faktoren, 
von welchen der eine, gleich Null gesetzt, die Enveloppe, der andere den 
Ort der Berührungspunkte definiert. Im Anschluß an diesen CASORATI 
schon seit 1869 bekannten Zusammenhang?) legte derselbe in der erwühnten 
Note*) die Beziehung der Diskriminante 


G = B*— АС 

der Differentialgleichung 
Ada? + 9 Вахау + Ody? = 0 

und der Diskriminante 

g = 0 — ас 
der aus der Differentialgleichung erhaltenen Integralgleichung 

аи? + 2bw + c = 0°) 

(а, b, с Fkt. von x, y; w ist die Konstante) in der Form dar 


G = 4gk?, (1) 
wo E die Determinante 


da db de 
dr dx dx 
d а db de 
di dy dy 
bedeutet. У d & 


1) Слтлтах [49]. ?) Darsoux [55], p. 176. ®) Casorati [66]. *) Casorarz 
[61]. 5) Bezeichnungsweise von CAsORATI. 
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Enthalten die Funktionen À, В, C den gemeinschaftlichen Faktor #, also 


4—9« B=98, C—9y, 
so wird Gleichung (1) 
9° = 40°, (2) 


worin c = #— «y bedeutet. Auch HAMBURGER) kam 1893 auf den Zu- 
sammenhang der beiden Diskriminanten zu sprechen. Die GróBe k, von 
der die wichtigen Gleichungen (1) und (2) abhüngen, war noch der Gegen- 
stand eingehender Untersuchungen von Casorarı selbst und von TORELLI. 
So wies ersterer 1875 darauf hin?) daß die Formel eine Verallgemeinerung 
für die Differentialgleichungen höheren Grades zuläßt, deren Darstellung er 
1881?) auch wirklich ausführte, nachdem er schon 1876*) eine Methode 
zur Auffindung der Form der Determinante für Gleichungen 3. und 4. 
Grades angegeben hatte. Torezzr gab 18855) einen analytischen Beweis 
von Casorarıs Formel und gleichzeitig eine Verallgemeinerung der Größe k, 
von der Workman®) kompliziertere Ausdrücke veröffentlichte als TomELLI 
schon gefunden hatte. Dieser aber nahm 18917) die Untersuchung der 
Formel wieder auf und gelangte auf geometrischem Wege zu der früher 
gefundenen Relation (1). 

Weiter benützte Casorarı 1876) die beiden Formeln (1) und (2) zu 
einer ausführlichen Diskussion der beiden Diskriminanten, wobei er sich 
nur auf Gleichungen zweiten Grades beschrünkte. Nach dem Grade der 
Vielfachheit der in den Diskriminanten enthaltenen Faktoren unterschied er 
sieben Fülle; es seien 


g$—p:q-:rin-i1.gsir-1. 425. 0. 220 


0= р. qt! er. 620+1 00-17. EE 


Dann geben in diesen Produkten, wie bei CavrEv, diejenigen Primfaktoren, 
die in beiden Diskriminanten einfach und gleichzeitig enthalten sind, gleich 
Null gesetzt, die Gleichungen der Enveloppe oder der singulüren Lösung. 
Die Diskussion der Eigenschaften der übrigen Faktoren dürfte im Vergleich 
mit denjenigen von CavrEv von Interesse sein und soll deshalb im folgen- 
den angeführt werden: 

1. Die Faktoren p geben, und zwar nur diese allein, die singulüren 
Lösungen; sie sind weder in 9, noch in k (Gl. 2) als Faktoren enthalten. 

2. Die Faktoren q geben immer partikulüre Integrale, die in k, nicht 
in 9 vorkommen. 


1) HAMBURGER [97], p. 289. ?) Casorarı [65]. 5) Casorarı [76]. 
*) Casorarı [66]. 5) Torerrı [82]. 6) WORKMAN [85]. Т) Товктлл [95]. 
®) Casorarı [66]. 
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3. Die Faktoren r geben niemals Integrale der Differentialgleichung 
(Ort der Rückkehrpunkte); sie sind in Ё und 9 enthalten. 

4. Die Faktoren s geben partikulüre oder keine Integrale (im letzteren 
Falle stellen sie Spitzenürter dar); sie sind in 9 und % enthalten. 

5. Die Faktoren x geben niemals Lösungen (Örter der Knotenpunkte, 
Doppelpunkte); sie sind in Ё und 9 enthalten. 

6. Die Faktoren y geben keine Lösungen der Differentialgleichung 
(Örter der Berührungspunkte) oder partikuläre Integrale; sie sind in 9 
und % enthalten. 

7. Die Faktoren z geben partikulüre Integrale oder keine Lósungen 
der Differentialgleichung; sie sind in # und k enthalten. 


SG Arbeiten über die DARBOUX- und CAYLEY schen Theoreme. 


Eine Reihe von Abhandlungen beschüftigen sich noch mit den von 
Darsoux, Cavcey und Casorati aufgestellten Sätzen. GraismER!), Hirn?) 
und JonwsoxN?) geben Zusammenfassungen von CayLevs Arbeiten, und be- 
sonders die beiden ersteren viele Beispiele für die einzelnen Fülle der Ürter, 
welche die Faktoren der Diskriminanten darstellen können. KaPrEvN*) und 
Picarp”) liefern neue analytische Beweise für die von DarBoux und CAYLEY 
gegebenen Sätze. Workman®) veröffentlicht 1882 eine kleinere Note, in der 
er einen Satz behandelt, welcher die Relation zwischen den Berührungs- 
örtern und der Integralgleichung gibt, und kommt auf diesem Wege wieder 
zu den nämlichen Resultaten, die von CayLey ohne Beweise gegeben waren. 
Die Grundlage dieser Arbeit ist jedoch nicht ganz einwandfrei, wie Wonk- 
MAN") 1886 selbst nachweist. Dabei unterzieht er die Resultate von Dar- 
BOUX, CAYLEY und Casorarı einer ausführlichen Kritik, besonders aber die 
Sieben Fülle von Casorarı, die er als eine „unvollständige Anordnung 
höherer Singularitüten* bezeichnet. Er übersieht dabei, daß Casorarı aus- 
schließlich quadratische Scharen von Kurven behandelte. Auch hält 
WORKMAN die von CasorATı angenommenen Exponenten der Primfaktoren 
für unnötig unbestimmt. Mit Erfolg aber dehnt er hierauf die Theorie 
auch auf höhere Singularitäten aus, nachdem Cayey dieselbe für gewöhn- 
liche Singularitäten abgeleitet hatte. Нил, ) betrachtet 1888 einen speziellen 
Fall der von CavrEv allgemein gehaltenen Betrachtungen; dabei gelingt es 
ihm, durch Übertragung gewisser Theoreme, die НЕхктсї?) in seiner Ab- 
handlung: On certain Formulae concerning the Theory of Discriminants 


1) GLAISHER [77]. 2) Нил, [91] p. 596. 3) Jouxsox [79]; von dems. Verf. 


[87], [88]. *) Kaprevx [90]. °) Picaro. [84]. б) WORKMAN [78]. *) Work- 
MAN [85]. 8) Нил, [91]. °) Proceed of Lond. Math. Soc. Bd. 2, 
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veröffentlicht hatte, neue Ableitungen von CavrEvs Resultaten zu geben. 
PREDELLA +) hatte 1895 einen neuen geometrischen Beweis der von CAYLEY 
dargelegten und von Kapreyn analytisch bewiesenen Probleme gefunden. 
Dann setzte er unter Berücksichtigung aller bisher von Casorarı und 
WORKMAN erzielten Resultate das Studium der beiden Diskriminanten und 
die Unterscheidung ihrer verschiedenen Faktoren nach Casoraris Methode 
fort, und stellte Untersuchungen über eine spezielle, vereinfachte Form der 
Differentialgleichungen dritten Grades an, die jedoch Mappısox?) als nicht 
hinreichend bezeichnete, weshalb sie selbst allgemein für  Differential- 
gleichungen dritten und vierten Grades die höheren Singularitäten prüfte. 

Welches Aufsehen die Entdeckungen von DarBoux, Cayley und Ca- 
SORATI in den mathematischen Kreisen hervorgerufen haben, beweisen diese 
zahlreichen Abhandlungen, die als unmittelbare Folge jener anzusehen sind. 
Eigentlich hätte man glauben sollen, daß durch die neuen Resultate, die 
einen völligen Umschwung in der Auffassung der Frage der singulären 
Lósungen bedeuten, eine endgültige Erledigung der Theorie herbeigeführt 
worden sei. Es herrschte jedoch keineswegs allgemeine Befriedigung über 
die Art der Erklürungen, die das bekannte Paradoxon gefunden hatte; man 
zog deren Richtigkeit bisweilen sogar ernsthaft in Zweifel, wie wir dies 
schon in einer Kritik Cararans gegen DarBoux’ Behauptungen von 1870 
gesehen haben. Auch Mansion) konnte sich lange nicht mit Dammovx' 
Resultaten einverstanden erklüren; er hatte wie CATALAN eine Anzahl von 
Füllen vor Augen, in denen die betreffende Methode zu keinen exakten 
Resultaten führte. Maxsrox suchte deshalb nach einem Mittel, um eine 
unendliche Anzahl von Gleichungen aufzustellen, bei denen Darsoux’ Ein- 
wände gegen die gewöhnliche Regel der Aufsuchung der singulären Lösungen 
keine Berücksichtigung finden können, und kam dabei zu einer Auseinander- 
setzung ähnlich derjenigen, die Horra schon früher gemacht hatte. Weiter 
kritisierte Mansıon die Bedingungsgleichungen, zu denen Darsoux gelangt 
war, bezeichnete sie als fehlerhaft und schlug seinerseits folgende Gleichungs- 
systeme vor, die zu singulüren Lósungen führen sollten, wenn solche existieren: 


Ti, y, у) = 9, df@,y,9), dfe. у, у) o 


dy H I UE 
und 
1 1 
kale nd. 


Darsoux erwiderte darauf, daß diese neuen Regeln sich nur auf einzelne 
Fülle anwenden lassen, wo die Funktion f ungenau bestimmt sei; hóchstens 


1 Preverra [98]. ?) Mapprsox [101]. 3) Maxsron [54]. 
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könne sie die Gleichung 


y = со 
liefern, die aus 

gr. - 

am 0 


nicht erhalten werden kann. Mansion!) wies jedoch, auf die letzte Be- 
hauptung von DarBoux zurückkommend, 1875 nach, daß die von DarBoux 
ausgesprochenen Ausnahmen in Wirklichkeit keine Ausnahmen sind, wenn 
die Linie im Unendlichen in Betracht gezogen wird. 

Da Maxsiox auch der Meinung war, daß die beiden Fälle: das Auf- 
treten einer Enveloppe und eines Spitzenortes dieselbe Ausdehnung besitzen, 
fertigte ihn 1873 Danbovx?) kurz mit folgenden Worten ab; M. MANSION ne 
parait pas avoir compris le raisonnement si simple que j'ai présenté au 
t. 71. des C. R. de l'Ac. d. Se.?) 


X. Kapitel. 


Funktionentheoretische Untersuchungen über singulüre Lösungen. 
Endgültige Erledigung der Theorie. 


So große Fortschritte in der vor Dassoux noch nicht völlig geklürten 
Theorie der singulären Lösungen über die Bedingungen ihres Auftretens 
gemacht worden waren, so dauerte es doch nicht lange, bis man zu rein 
analytischen Betrachtungen gegenüber den geometrischen zurückkam und 
sich mit Erfolg der funktionentheoretischen Untersuchungen bediente. Es 
waren auch noch weitere strittige Einwürfe gegen den Gebrauch einer voll- 
ständigen Lösung einer Differentialgleichung bei einer Untersuchung erhoben 
worden, die allgemein und streng sein sollte. Man sagte nämlich, es sei eine 
Umkehrung der natürlichen Ordnung einer Untersuchung, wenn man immer 
das Geforderte als die Bedingung setzt, welche eine Differentialgleichung er- 
füllen muß, damit eine Kurve — die nicht im eigentlichen Sinne im Integral- 
kurvensystem enthalten ist, aber durch die Differentialgleichung selbst defi- 
niert wird — dieselbe befriedigt. Man kam aus diesem Grunde zur An- 
sicht, es müsse eine einwandfreie Methode der Theorie der singulären 


1) Mansıox [62]. *) Dansovx [55] p. 158 Anm. 2. *) Млхвтох scheint 


vermutlich noch im gleichen Jahre 1873 eine Entgegnung in der Abhandlung [56] 
gegeben haben; der Verf. konnte sich jene Arbeit nicht verschaffen. 
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Lüsungen zunächst unmittelbar auf die Differentialgleichung gegründet und 
jeder direkte und indirekte Gebrauch des Begriffes des allgemeinen Integrales 
vermieden werden. Außerdem war man durch die geometrische Theorie der 
Diskriminantengleichungen gezwungen, sich ausschließlich auf reelle Werte 
der Differentialgleichung zu beschrünken, was bei den in der Theorie der 
Differentialgleichungen gemachten Fortschritten bald als ein Mifstand em- 
pfunden wurde. Während bei HameurGer noch die Einführung der analy- 
tischen Funktion durch die Potenzreihe im reellen Gebiet zu finden ist, hat schon 
Forsyru die Diskussion der funktionalen Beziehungen der durch die Dis- 
kriminantengleichung (aus der Differentialgleichung erhalten) gegebenen un- 
eingeschrünkten, d. h. auch komplexen Werte zu den Integralfunktionen der 
Differentialgleichungen begonnen. 


$1, SCHMIDT. FINE. 


Von mehreren Mathematikern wurde erkannt, und zwar unabhüngig 
voneinander, 4ай die Grundlagen einer sehr guten Methode, die zu einer 
allgemeinen Untersuchung der Bedingungen der Existenz der singulüren 
Lósungen und deren Eigenschaften führen, in den fundamentalen Abhand- 
lungen von Bnror und BovquET vom Jahre 1856 niedergelegt worden 
waren. Brior und Bouquer haben den Satz bewiesen!), daB die Differen- 
tialgleichung 


d 
dz = f(u, ®) 


eine Lösung hat, welche für 2 == z, den Wert u, annimmt und die Ent- 
wicklung in eine nach ganzen positiven Potenzen von u — «s, 2 — 2, fort- 
schreitende Reihe gestattet. Zu diesem Satz haben Fucus und Scumpr?) 
1884 gleichzeitig die Erweiterung gegeben, daf die erwühnte Lüsung ein 
partikuläres Integral sein muß. Es gibt nämlich eine Potenzreihe 


и — но = Dis — 2, С) 


der beiden Variablen z — z, und C, welche für hinlänglich kleine Werte 
die Differentialgleichung befriedigt und für C — 0 in die genannte Lósung 
übergeht. Es blieb daher der Brior-Bouquersche Satz mit der Modifikation 
bestehen, daB der Differentialgleichung 


d 
яу = f(u, DR 


worin f(u, г) in der Umgebung von Z = 4, м = му in eine nach ganzen 
positiven Potenzen von и — wy, 2 — 2, fortschreitende Reihe darstellbar ist, 


1) Brror-Bouquer [38] p. 136—144. *) Вснмірт [80]. 
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nur ein einziges nach Potenzen von 2 — z, entwickelbares partikuläres Inte- 
gral и genügt, das für z = zy den Wert u, annimmt und zwar ein solches, 
das nach ganzen positiven Potenzen von 2 — za fortschreitet. 

Бонмірт schloß aus dem soeben zitierten Existenzsatz für die Lösungen 
einer Differentialgleichung, daß notwendigerweise unter den Gebilden, die 
man aus einer algebraischen Differentialgleichung ohne Kenntnis der all- 
gemeinen Lösung erhält, sich die singulüren Lösungen vorfinden müssen. 
Er untersuchte, da diese Gebilde jedoch im allgemeinen gar keine Lösungen 
sind, ihre Bedeutung und ihren Zusammenhang mit den partikulären Inte- 
gralen und stellte fest, daß die singulären Lösungen nur solche Gebilde 
sein können, welche die Eigenschaften haben, daß in der Umgebung ihrer 
Stellen у sich nicht regulär verhalten kann’), d. h. daß sie nicht mehr 
durch Potenzreihen dargestellt werden. Für die Erkenntnis der Diskrimi- 
nantenkurve hatte ScmwrpT die verschiedenen Fälle berücksichtigt, in welchen 
die den verschiedenen Wurzeln entsprechenden Parameter der partikulüren 
Kurven beim Durchgange durch die Diskriminantenkurve, wo mehrere Werte 
von y zusammenfallen, ebenfalls einander gleich werden oder verschieden 
bleiben; er erkennt daher die Beschaffenheit der Diskriminantenkurve durch 
Bestimmung des Verhaltens der partikulären Kurven in der Umgebung ihrer 
einzelnen Stellen (ду). Man hat demgemäß alle Lösungen der Differential- 
gleichung, welche die Stelle (лу) enthalten und mehrfachen Wurzeln y 
der Gleichung f(x, y, y) == О entsprechen, zu untersuchen und nach ScHMIDT 
folgende Frage zu beantworten: Wie verhält sich bei den Stellen La al y — %0, 
als Funktion von 2 — x, betrachtet, für hinreichend kleine Werte von z — 7o, 
oder in welche konvergente Reihe kann y — y, entwickelt werden? Nach 
einem Verfahren, das der Newrox-Cramerschen Regel zur Untersuchung 
algebraischer Kurven in der Umgebung singulürer Punkte nachgebildet ist, 
erforscht Ѕонмірт die Differentialgleichung in bezug auf diese Frage. SOHMIDT 
hat dagegen über den Fall, in welehem das Verhalten der Umgebung der 
Stelle (Lait) keine Lösung der Differentialgleichung zuläßt, keinen Auf- 
schluB gegeben. 

Aus Scumiprs Arbeit ist noch eine Darlegung des Überganges der 
Diskriminantenkurve in eine singulüre Lósung zu erwühnen. Die Diskrimi- 
nantenkurve ist, wie Brior und BovqurT?) gezeigt haben, der Ort singu- 
lürer Punkte der partikulüren Kurven, wenn neben den Gleichungen 

df 


TL, y, у) = 0, uos 


1) Auch bei Serrer [111] p. 17—18 findet man einen Beweis, daß an keiner 
Stelle x, y, wo f(x, y) regulür ist, eine singulüre Lósung der Differentialgleichung 
y = f(z, y) existieren kann. 2) Brior-Bouquer [38] p. 39. 
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die Gleichung 
df LP 
e da + dy y? do 
nicht besteht. Tritt dieser Fall ein, so kann man durch stetige Veründe- 
rung von einem oder mehreren Koeffizienten der Differentialgleichung be- 
wirken, daß 


gleich Null und die Diskriminantenkurve eine singuläre Lösung wird. Dann 
ändert sich plötzlich die Beschaffenheit der partikulären Kurven in der 
Nihe der Diskriminantenkurve; die singulären Punkte verschwinden und die 
Diskriminantenkurve wird singuläre Lösung. Solche Übergänge behandelte 
уох Dvcx eingehend in einer Vorlesung an der Technischen Hochschule zu 
München W.-S. 1904/1905 und zwar unter Zuhilfenahme seiner schon 1892 
dargelegten Methode!), nach welcher die gestaltlichen Verhältnisse der durch 
eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variablen definierten 
Kurvensysteme erforscht werden können. Es wird die einzelne Differential- 
gleichung durch Einführung eines Parameters als Glied einer Reihe von 
kontinuierlich ineinander übergehenden Differentialgleichungen betrachtet und 
die Änderung studiert, welche die Integralkurven durch eine stetige Varia- 
tion der Differentialgleichung erleiden. Ein solcher Übergang wird bei- 
spielsweise bei Betrachtung der CzamrAaurschen Gleichung besonders einfach 
und übersichtlich. 

Auch der amerikanische Mathematiker Fns?) basierte seine Unter- 
suchungen auf einen Satz, den Brior und Bouquer 1856 gegeben hatten. 
Fine — von der Tatsache ausgehend, daß die singulären Lösnngen Ausnahme- 
lösungen sind gegenüber den Lösungen von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen, für welche der Cavcnuvsche Existenzsatz gilt — nimmt ап, 
daß in denjenigen Punkten der y'-Diskriminante, welche der Enveloppe an- 
gehören, die Entwicklung von y nach positiven Potenzen von z im all- 
gemeinen divergent wird und so aufhört, eine Lösung der Differentialgleichung 
darzustellen. Die Annahme, die Fine hier ausspricht, ist jedoch nur auf 
ganze Potenzen beschränkt; auch zeigen die Resultate von HAMBURGER — 
wie dieser auch selbst darauf hinweist”) —, daß ihr allgemeine Gültigkeit 
nicht zukommt, denn es gibt in fast allen Punkten der aus der Differential- 
gleichung erhaltenen Diskriminante Entwicklungen nach gebrochenen Po- 
tenzen, welche sich als Lösungen der Differentialgleichung darstellen. 

FINE weist zuerst nach, daß nach der von Ввот und BovQuET) aus- 


. . 1) von Dee [94] 2. Mitt. 2) Fme [92]. $) HampurGer [97] p. 208. 
*) Brior-Bouquer [38] р. 114. 
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geführten Diskussion der Differentialgleichung 
f (a › У; y) zx 4 
d d 
Dn Cal 
vorausgesetzt wurde, der Ort der Spitzen und nicht der Enveloppe sich er- 
gibt. Bei seiner weiteren Untersuchung geht Fixe von dem Theorem von 
Bnror und Bouquer aus, daB alle gewöhnlichen Lösungen einer Differential- 
gleichung f(x, y, y) == 0, welche durch einen gegebenen Punkt (x,y,) gehen 
und dort у — y, gemeinsam haben, durch geeignete Transformationen!) auf 
die Form y — Voz" zurückzuführen sind; V sei in dieser Gleichung eine 
bestimmte Funktion von v und x, welche GrüBen durch eine Differential- 
gleichung von der Form 


wobei 


dv 
Fre = (v, x) 


verbunden sind, worin Ф für x» = 0, v = 0 verschwindet. Fixe beweist, daß, 
falls die Differentialgleichung f(x, y, y) == О eine singuläre Lösung besitzt, 
unter den Funktionen V, die durch die Brror-Bouquersche Methode be- 
stimmt sind, eine sich vorfindet, welehe den singulüren Lüsungen entsprechen 


wird, — aber daß dabei die Differentialgleichung zwischen » und x, welche 
zu jenem Werte von V gehórt, in die Form 
dvo (vw, x) 


dz" T yw, а) 100, а) 
übergeht; letztere wird dann nur durch w(v, x) befriedigt. Fixe hielt 
dieses Resultat für geeignet, daraus das Verhültnis klarzulegen, in welehem 
die singuläre Lösung zur Differentialgleichung selbst steht, und will damit 
das Paradoxon durch folgendes Ergebnis seiner Aufklärung entgegenführen: 
Die singuläre Lösung ist ebenso wenig in der Differentialgleichung ent- 
` halten, als eine beliebige Funktion ®(x, у) = 0 in der Gleichung 


TY D(x, y) = Da, у) (т, y) 


enthalten et, 7) Hamburger hält diese Folgerung nicht dem Sachverhalt 
entsprechend?); allerdings würe Ф == 0 keine Lósung, aber auch keine 
Enveloppe der durch die Differentialgleichung reprüsentierten Kurvenschar. 


$ 2. HAMBURGER. 


Brror und BovquzT) haben ferner gezeigt, daß die Werte der Variablen, 
welche die Diskriminante einer Differentialgleiehung nicht zum Verschwinden 


D Five [92] р. 300—302. *) а. а. О. p. 296, p. 305 ff. *) HAMBURGER 
[97] p. 208. +) Brror-Bouquer [38] p. 192. . 
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bringen, reguläre Funktionen bestimmen, und zwar jede der letzteren ein 
Integral, während Werte von Variablen, welche die Diskriminante zum Ver- 
schwinden bringen, Funktionen bestimmen, von denen einige vielleicht regulär, 
andere dagegen sicherlich nicht regulär sind, doch mit der Voraussetzung, 
daß der Punkt ein Verzweigungspunkt für diese nicht regulären Funktionen 
ist, d. h. in geometrischer Ausdrucksweise, die Diskriminante erfüllt einen 
Ort von singulüren Punkten (im Sinne Pomcarés) für einige von den 
Zweigen der Integrale. Es war nun von Interesse, das Verhültnis einer 
Wurzel y = n(x) der Diskriminante einer Differentialgleichung f(z,y,9^) =0 
zu den partikulüren Integralen von f — О genauer zu untersuchen, gleichviel 
ob y = n(x) eine Lösung der Differentialgleichung ist oder nicht. 
AMBURGER nahm 1893 diese Untersuchnng auf und gab die end- 
gültige Lösung des mehrfach erwähnten Paradoxons, das CLEBSCH, DARBOUX 
und LINDEMANN zuerst klar ausgesprochen, DarBoux und CavnEv vergeblich 
zu lösen versucht hatten. Man hatte gefunden, daß eine Differentialgleichung 
bestimmte Eigenschaften besitzen müsse, wenn dieselbe eine singuläre Lösung 
zulassen sollte. Das Auftreten einer singulären Lösung bedingte folglich 
nur einen Ausnahmefall in der Beschaffenheit einer Integralkurvenschar. 
HAMBURGER findet nun die Lösung dieses Paradoxons darin, daß, wenn die 
Differentialgleichung in allgemeiner Form angesetzt wird, die Integral- 
gleichung einer solchen Differentialgleichung sich so spezialisiert, daß das 
durch sie reprüsentierte Kurvensystem in der Tat keine Enveloppe hat, also 
keine singuläre Lösung vorhanden ist, daß aber ferner, wenn die Integral- 
gleichung in allgemeiner Form angesetzt wird, die aus ihre abgeleitete 
Differentialgleichung so spezialisiert erscheint, daß sie eine Enveloppe liefert. 
HawBunGERS Untersuchungen sind bereits mehrfach so eingehend dar- 
gestellt worden"), daß es unnötig erscheint, dieselben hier ausführlicher 
wiederzugeben. Wir wollen daher nur den Gang seiner Methoden, wie er 
ihn selbst mit kurzen Worten zusammengefaßt hat, im folgenden anführen. 
HAMBURGER?) geht zunächst von der Differentialgleichung aus und 
bedient sieh der Prinzipien, die der wichtigen Abhandlung von Fucus?) 
„Über die Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte 
besitzen“ zugrunde liegen. Ihre wesentliche Bedeutung liegt in der Zer- 


1) Siehe Ѕснгкѕіхвек [117], Hors [118], Еокѕутн [114], p. 249—265, ferner 
Dustseg [119], p. 209. 2) Нлмвоксек [7], p. 208—209. D Fuons [81]. Die 
Resultate der Fucnsschen Arbeit finden Erklärungen von WALLENBERG, Beitrag 
zum Studium der algebr. Differentialgleichung 1. O. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 
1890 Bd. 35 p. 193; von Роіхслкё, Sur un théorème de M. Fucus. Acta Math. 
1885, Bd. 7 p. 1—32; Forsyrn [114] ch. 9 p. 269—285; schließlich sind sie bei 
Нлмвоксев [97] p. 208 kurz dargelegt. 

Abh. z. Gesch. d. math. Wissensch. XX. 3. 21 
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legung der Diskriminante 4 der Differentialgleichung in ihre linearen 
Teiler und in der Entwicklung der verschiedenen zusammenhängenden Zweige 
von у als algebraische Funktion von y, wie sie durch die Differential- 
gleichung gegeben ist, in Reihen, die nach Potenzen eines solchen Teilers 
y — т fortschreiten, und deren Koeffizienten, ebenso wie т, von x ab- 
hängig sind. 

Integriert man die nach den Fucnsschen Theoremen definierte Differential- 
gleichung mit der Bestimmung, daß für einen willkürlichen Wert c von x 
das Integral y (d. h. eine Entwicklung von verschiedenen Zweigen von у 
als algebraische Funktion von y, wie sie durch die Differentialgleichung ge- 
geben wird) mit (x), d. h. mit einer Wurzel der Diskriminantengleichung 
übereinstimmt, so erhält man, jeder Gruppe von zusammenhängenden Zweigen 
von % entsprechend, eine Darstellung von y — y durch eine Reihe, die nach 
Potenzen von z — c fortschreitet, falls eine solche überhaupt existiert. Der 
Exponent der niedrigsten Potenz in diesen Reihen gibt charakteristische 
Merkmale dafür, ob y — ņ kein Integral oder ein singuläres Integral, also 
eine Enveloppe einer Schar entsprechender Integralkurven, oder endlich ein 
partikulüres Integral darstellt, wobei die beiden letzteren Eigenschaften ver- 
einigt sein können. 

Weiter zeigte HAMBURGER"), daß ein genaues Studium der allgemeinen 
Integralgleichung F(x,y, С) = 0 zu ebendenselben Bedingungen für die 
Existenz einer singulüren Lósung führt, wie das Studium der Differential- 
gleichung selbst. Der Gedankengang ist folgender: Hat man eine Integral- 
gleichung F(x, y, C) = 0 vom Grade n in bezug auf C und analytischen 
Funktionen von z und у als Koeffizienten der Potenzen von C, so erhält 
man die Differentialgleichung durch Elimination von C aus F(z, y, C) und 
dem totalen Differential nach x 


дЕ dc 


TRE qao 


(indem C als durch die Gleichung F(z, y, C) = О bestimmte Funktion von 
v und y betrachtet wird) und zwar in der Form 


ў ; dO, 46, 40, 
BA py ar A DE ae ae 


oder 
Wo uum UL EE ATUS 
AO qoc 
worin M ein nur æ und y enthaltender Faktor ist, und A,, 4,... А, ganze 
rationale Funktionen von z und y sind; D ist die durch Elimination von 


1) Нлмвоввек [97], p. 209—210 und p. 229 ff. 
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C aus Fis, y, C) = 0 und = О hervorgehende Diskriminante. 


Verschwindet nun der von у freie Faktor M mit D = 0, so ist wohl 
D = О eine Lösung von M= 0, jedoch wird die eigentliche Differential- 
gleichung nicht befriedigt, d. h. 


so Dd, dt, "dti 
Heo», NIE ТЫ Та 


nicht = 0; somit ist D = О kein Integral der Differentialgleichung. Die 
Kurvenschar besitzt also keine Enveloppe. 

Ist aber M für y =n nicht gleich Null und y—n ein Teiler der 
Diskriminante D, so ist y = n eine Lösung der Differentialgleichung. Ent- 
wickelt man nun die verschiedenen Zweige von Ou) in Reihen nach Po- 
tenzen von y — 1, so erhält man dureh Umkehrung ebensoviele Darstellungen 
von y — n nach Potenzen von æ — с, wobei C derart partikularisiert wird, 
daß für x = c, y = H wird. Diese Reihen liefern dieselben Resultate, wie 
die aus der Betrachtung der Differentialgleichung gewonnenen. HAMBURGER 
konnte daher mit Recht sagen, die Behauptung der angeblichen Inkongruenz 
der beiden Betrachtungsweisen verliere nunmehr jede Berechtigung. 


XI. Kapitel. 


Besondere Arten der Behandlung der Theorie der singulären 
Lösungen von Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Obwohl die Mehrzahl der Abhandlungen nach 1870 mehr oder weniger 
durch die Arbeiten von Darsoux, CAyLeY und Casorati beeinflußt waren, 
in denen sich die Untersuchungen hauptsächlich auf das geometrische Wesen 
der Diskriminantengleichungen gerichtet hatten, so fehlte es in jener Zeit doch 
nicht an Versuchen, die schon früher aufgestellten Sätze und Kriterien für 
die singulären Lösungen zu verbessern. So sind besonders die Arbeiten 
von ZAJACHKOWSKI, ZEUTHEN, ÜOCKLE und Prix!) zu nennen, die sich vor- 
zugsweise mit den von den älteren Mathematikern gegebenen Regeln be- 
schäftigten. Es müssen aber auch noch andere Arbeiten hier besonders 
hervorgehoben werden, welche die Frage der singulären Lösungen von ganz 


1) [47; 51; 57; 70; 71.] 


27° 
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neuen Gesichtspunkten aus behandelten, dadurch aber vollständig isoliert 
dastehen. 

Eine ganz neue Fassung der Definition der singulüren Lösungen gab 
VELTMANN im Jahre 1876. Wenn für die Auflösung y = g (x) in der ganzen 
Ausdehnung, in welcher y als Funktion (x) gegeben ist, keine benachbarten 
Auflösungen existieren, so nennt sie VELTMANN!) singulür. Unter benach- 
barten Lósungen verstand er solche, die entstehen, wenn man die Funktion 
(x) unendlich wenig variieren läßt. Die Gleichung y = (x) stellt also 
eine singuläre Lösung einer Differentialgleichung dar, wenn die Kurve 
y = ф(х) keine noch so geringe Formveründerung erleiden kann, ohne daß 
Sie aufhórt, eine Lösung der Differentialgleichung darzustellen. So einfach 
und elegant die neue Definition der singulüren Lósungen ist, so kompliziert 
wird das Kriterium, zu welchem УкттмАхх schließlich gelangte. 

BzómnmG?) fand 1887 eine neue Methode, um die Art der Punkte der 
Integralkurven in der Koinzidenzkurve (wie Bsöruıng die Diskriminanten- 
kurve nennt), die aus der Differentialgleichung erhalten wurde, zu bestimmen. 
Um die Diskriminantenkurve auf ihre Bestandteile zu untersuchen, trans- 
formierte er f(x, y, p) = О durch Verlegen des Koordinatenanfangspunktes o 
in einen beliebigen Punkt (A, E) der Diskriminantenkurve in 


fu +h, y+k, r+ a) =0 


(m ist der in (h, Ё) entsprechende Doppelwert von p), die entwickelt die 
folgende Gleichung liefert: 
аа? + a a+... = 2z(b + b,c +۰۰) 3-29 (6 + ca 4 e) a? (d + due d °°°) 
dq 28e Face dre Ey E Rhe PES nS 
wo die Koeffizienten a, b, с, d --- rationale Funktionen von Л, k sind. Weil 
nun in der Umgebung von o sowohl z, y, als auch « unendlich klein sind, 
wird die vorstehende Gleichung approximativ durch bz + су == О gegeben, 
welehe Gleichung dann den dureh o gehenden Zweig der Koinzidenzkurve 
darstellt. 
Nach einer längeren Untersuchung findet Bsöruıng, daß der Punkt in 
der Koinzidenzkurve in 0 
1. eine Spitze ist, wenn weder « noch b + сл identisch, d.h. für 
jeden (h, k)-Wert verschwinden; 
2. ein Punkt der Enveloppe, d. h. eine singuläre Lösung, wenn b+ ст 
identisch verschwindet; 
3. ein Punkt des Ortes der Berührungspunkte der Integralkurven, wenn, 
b und c, d. h. jede GróBe für sich, identisch verschwinden. 


1) VELTMANN [72]. °) Вубитлхв [86]. 
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Vom Jahre 1896 finden wir eine Arbeit von Page"), welcher die Be- 
dingung zugrunde liegt, die die Kurven F (æ, y) = С in sich selbst trans- 
formiert. Die Transformation wird durch die Gruppe 


` дЕ 0F 
ФЕ = ф(х, y) == + (2, y) ay 


dargestellt, die zu der Differentialgleichung f(x, y, y) = О gehört; diese letztere 
ist dann invariant unter der Transformationsgruppe ФР, jedoch die Bahn- 
kurven der Gruppe werden im allgemeinen nicht identisch mit den Integral- 
kurven der Differentialgleichung sein; es kann aber doch vorkommen, daß 
eine begrenzte Anzahl von Bahnkurven von mit den partikulüren Inte- 
gralkurven F = 0 zusammenfüllt. Längs dieser Kurven, wenn solche 
existieren, ist der Wert von y durch ØF gegeben, nämlich 

e IS, У) 

Te, y? 

dieser Wert muß mit demjenigen von у aus f(x, y, у) = 0 übereinstimmen. 
Diese Kurven sind dann durch 


CRE 


dargestellt und die Gleichung der Enveloppe muß, falls eine solche existiert, 


in der letzten Gleiehung eingeschlossen sein. 

Die Methode von Pace hat auBer dem Vorzug der Einfachheit noch 
die Eigenschaft, daß sie ein Mittel an die Hand gibt, um die Örter der 
Rückkehr-, Knoten- und Berührungspunkte beim Aufsuchen der singulüren 
Lüsungen zu vermeiden, die nach anderen Methoden mit den Enveloppen 
gleichzeitig auftreten. 

Anschauliche Betrachtungen für das bekannte Paradoxon bietet auch 
eine grundlegende Definition LrEs?), die in seinen älteren Untersuchungen 
eine wichtige Rolle spielt; das Integrationsproblem einer beliebigen Differential- 
gleichung erster Ordnung f(x, y, у) = 0 kommt nach Іле darauf hinaus, 
alle auf der Flüche f(x, y, p) — O des Raumes z, y, p gelegenen Integral- 
kurven der Prarrschen Differentialgleichung dy — рах = О zu bestimmen.?) 

Wird eine Schar von Integralkurven der Prarrschen Gleichung 
dy — pdx = 0 vorgelegt, die eine Fläche f(x, y, p) = О bilden, so kennt 
man auch die Integralkurven der Differentialgleichung f(x, y, у) = O als 
Projektionen F(x, y, C) = 0 der gegebenen Kurven in der x, y-Ebene. 
Erhült man nun aus 


1) Pace [103]. 2) Іле Gött. Nachr. 1874, p. 529—542. Arch. f. Math. 
‘Christiania 1878, Bd. 3, p. 404. — Le [102], p. 189. *) Die gleiche Regel 
findet sich 1901 bei Hupsow [109]. 
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durch Elimination von С einen Ort von Punkten, so stellt dieser Element- 
verein die singuläre Lösung dar, welcher auf der Fläche eine Bildkurve ent- 
spricht. Da aber in jedem Punkt der Bildkurve der singulären Lösung die 
Tangentenebene auf der x, y-Ebene senkrecht stehen muß, so ist diese 
Kurve Berührungslinie des um die Fläche gelegten Zylinders. Umgekehrt, 
wenn eine beliebige Fläche im Raum x, y, p vorgelegt wird, so wird zwar 
der vertikale Zylinder, welcher die Fläche umhüllt, eine Kurve auf der 
Fläche bestimmen, aber diese Kurve ist im allgemeinen keine Bildkurve. 
Diese Betrachtung zeigt also: Gibt man со! Integralkurven der Prarrschen 
Differentialgleichung dy — рах = 0, d.h. оо! Kurven in der 2, y-Ebene 
F(z, y, C) = 0, so hat man allerdings im allgemeinen eine singuläre Lösung 
der von diesen Kurven erfüllten Differentialgleichung erster Ordnung. Wird 
dagegen von vornherein eine Differentialgleichung erster Ordnung gegeben, 
so besitzt sie im allgemeinen keine singuläre Lösung"). 


1) Es möge an dieser Stelle noch erwähnt werden, daß neuere Arbeiten (dar- 
unter Porcaré, Sur les courbes définies par une équation différentielle. J. de l'Éc. 
polyt. cah. 45, vox Dyck [94]) sich mit der Untersuchung des Gesamtverlaufes 
eines Integralkurvensystems im Sinne der Analysis situs beschüftigen; es spielt 
dabei die Betrachtung der singulüren Stellen der Diskriminantenkurve eine wesent- 
liche Rolle; doch fallen diese Untersuchungen außerhalb des Rahmens der gegen- 
würtigen Betrachtung. 
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